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Câu 1. (3,0 điểm) Cho dãy số  xác định bởi



a) Chứng minh rằng  

b) Tìm 

Câu 2. (3,0 điểm) Cho  là các số thực dương. Chứng minh rằng




Câu 3. (3,0 điểm) Cho hàm số  xác định trên tập số thực  thỏa mãn


  và 


a) Chứng minh rằng  là hàm cộng tính trên .

b) Tính 









Câu 4. (5,0 điểm) Cho tam giác ABC có đường tròn nội tiếp  tiếp xúc với ba cạnh  lần lượt tại  Gọi lần lượt là giao điểm của  với  Đường tròn đường kính  lần lượt cắt  tại 

a) Chứng minh rằng các đường tròn đường kính đồng trục.


b) Chứng minh rằng  đồng quy tại một điểm 






c) Gọi  là trung điểm của  Chứng minh tiếp tuyến tại  và tại  của đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt nhau tại một điểm thuộc 





[bookmark: MTBlankEqn]Câu 5. (3,0 điểm) Cho  là số nguyên dương,  không có ước là số chính phương khác 1. Tồn tại hay không hai số nguyên dương nguyên tố cùng nhau  để  chia hết cho 










Câu 6. (3,0 điểm) Một tàu du lịch có  khoang với sức chứa trong các khoang lần lượt là  người. Hiện tại trên tàu đang có tổng cộng  người. Bây giờ, có một khách VIP đến và người thuyền trưởng muốn cấp cho anh ta một khoang cá nhân. Với mục đích đó, người thuyền trưởng muốn chọn hai khoang  và sau đó chuyển tất cả khách từ khoang  sang khoang  mà không vượt quá khả năng chứa của khoang  Xác định  lớn nhất mà người thuyền trưởng có thể chắc chắn đạt được mục tiêu của mình cho dù lúc đầu  người này phân bố ở các khoang tàu như thế nào chăng nữa. 
HƯỚNG DẪN 
a) 
Chứng minh rằng  

Ta chứng minh quy nạp  	(1)

+) Dễ thấy khẳng định đã đúng với 



+) Giả sử (1) đúng với , tức là ta có  , .


Xét hàm số , 
Ta có


, 

Nên 

Và  

b) Tìm 


Do  


Vì   nên theo nguyên lý kẹp ta có 

Câu 2. (3,0 điểm) Cho  là các số thực dương. Chứng minh rằng



Câu 2. (3,0 điểm) Cho  là các số thực dương. Chứng minh rằng



Theo bất đẳng thức  ta có: 



Đặt: 

Ta chỉ cần chứng minh 


Thật vậy, theo bất đẳng thức Cauchy – Schwarz ta có  với mọi 
Do đó ta có: 



                                                    

Suy ra: 

Vậy: 

Dấu “=” xảy ra khi 


Câu 3. (3,0 điểm) Cho hàm số  xác định trên tập số thực  thỏa mãn



và 


a) Chứng minh rằng  là hàm cộng tính trên .



Từ  thay  ta được .



Tiếp tục thay  ta được  


Từ  thay  ta được 


Vì vậy hệ thức trên có thể viết thành

	(1)


Như vậy  là hàm cộng tính trên .

b) Tính 

Thay  vào (1) ta được 




Trong hệ thức  thay  ta được

	(2)


Xét  bằng phương pháp quy nạp, ta chứng minh với  thì

		(3)

+) Với  (3) hiển nhiên đúng





+) Giả sử (3) đúng đến  (), khi đó trong  thay  bởi  ta có



               

               

nghĩa là (3) đúng với .
Bây giờ từ (3) ta có



Suy ra 



Nếu  thì  với mọi  Điều này không thể xảy ra. 


Do đó ta có  Vậy .

Câu 4. (5,0 điểm) Cho tam giác ABC có đường tròn nội tiếp (I) tiếp xúc với ba cạnh BC, CA, AB lần lượt tại D, E, F. EF , FD, DE lần lượt cắt BC, CA, AB tại K, M, N. Đường tròn đường kính KD, EM, FN lần lượt cắt (I) tại 
a) Chứng minh rằng các đường tròn đường kính KD, EM, FN đồng trục.

b) Chứng minh rằng  đồng quy tại một điểm J.
c) Gọi T là trung điểm của EF. Chứng minh tiếp tuyến tại B và tại C của đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC cắt nhau tại một điểm thuộc JT.
[image: ]
Gọi A’, B’, C’ lần lượt là tâm của các đường tròn (KD), (EM), (FN)


Ta có  và 
Vậy I, O có cùng phương tích đối với đường tròn (A’)
Tương tự, O, I cũng có cùng phương tích đối với (B’) và (C’)
Nên OI là trục đẳng phương của ba đường tròn (A’), (B’), (C’)
Vậy A’, B’, C’ thẳng hàng.

b) Chứng minh rằng  đồng quy tại một điểm J.
Xét cực và đối cực đối với đường tròn (I),


ta có cực của  lần lượt là 

Vậy  đồng quy tại một điểm J.
c) Gọi T là trung điểm của EF. Chứng minh tiếp tuyến tại B và tại C của đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC cắt nhau tại một điểm thuộc JT.

Ta có tiếp tuyến tại B và C của đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC cắt nhau tại điểm chính giữa cung 

Ta sẽ chứng minh JT đi qua điểm chính giữa cung 


Ta có  cắt (I) tại đối xứng với D qua I.





Suy ra , mà  (với  là tâm đường tròn bàng tiếp góc A, là giao điểm của  và BC)




Và  nên  hay đi qua 

Vậy K là giao điểm của 




Hai tam giác và  có các cạnh tương ứng song song nên phép vị tự tâm J biến thành 


Suy ra thẳng hàng, với W là trung điểm 


Mà (O) là đường tròn Euler của  nên W là điểm chính giữa . Suy ra đpcm.


Câu 5. (3,0 điểm) Cho n là số nguyên dương, n không có ước là số chính phương khác 1. Tồn tại hay không hai số nguyên dương nguyên tố cùng nhau x, y để chia hết cho 


Giả sử tồn tại hai số nguyên dương nguyên tố cùng nhau x, y để chia hết cho 
Hiển nhiên n lẻ.
Gọi p là ước số nguyên tố bất kỳ của x + y

Khi đó ta có 

Vì x, y là hai số nguyên tố cùng nhau nên không chia hết cho p, theo bổ đề LTE ta có



Vì 



Suy ra  (trái giả thiết)


Vậy không tồn tại hai số nguyên dương nguyên tố cùng nhau x, y để chia hết cho 










Câu 6. (3,0 điểm) Một tàu du lịch có  khoang với sức chứa trong các khoang lần lượt là  người. Hiện tại trên tàu  đang có tổng cộng người. Bây giờ, có một khách VIP đến và người thuyền trưởng muốn cấp cho anh ta một khoang cá nhân. Với mục đích đó, người thuyền trưởng muốn chọn hai khoang  và sau đó chuyển tất cả khách từ khoang  sang khoang  mà không vượt quá khả năng chứa của khoang  Xác định  lớn nhất mà người thuyền trưởng có thể chắc chắn đạt được mục tiêu của mình cho dù lúc đầu  người này phân bố ở các khoang tàu như thế nào chăng nữa. 

Ta chứng minh  là giá trị lớn nhất để người người thuyền trưởng có thể làm trống một khoang tàu .
Ta chia các khoang tàu thành các cặp


Nhận thấy với mỗi cặp khoang thì tổng số người trong hai khoang đó sẽ lớn hơn sức chứa của khoang lớn hơn. Từ đó tổng số người ít nhất mà ta vẫn không thể làm một khoang trống là



Vậy số người lớn nhất mà ta có thể làm trống một khoang cho dù lúc đầu số người phân bố như thế nào đi chăng nữa là 






Với ta chỉ ra một cách phân bố để không thể trống khoang nào. Sắp theo thứ tự các khoang theo thứ tự tăng dần sức chứa. Trong  khoang đầu tiên, mỗi khoang chứa người, trong  khoang còn lại với sức chứa  sẽ chứa  người.
Khi đó tổng số người là: 









Như vậy với hai khoang có sức chứa  thì trong sẽ không chứa ít hơn  người, còn  sẽ không chứa ít hơn  người. Nên không thể di chuyển tất cả người từ khoang  sang khoang 


Còn nếu  thì xếp  người ban đầu theo cách trên, còn những người còn lại có thể sắp xếp bất kỳ vào khoang còn chỗ.

Vậy: giá trị  là giá trị lớn nhất để cho dù ban đầu số người trong mỗi khoang như thế nào thì người thuyền trưởng vẫn có thể làm một khoang trống.
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