HƯỚNG DẪN CHẤM THI
( Hướng dẫn chấm thi gồm 08 trang)
I. Hướng dẫn chung
1. Thí sinh làm bài không theo cách nêu trong đáp án nhưng đúng thì vẫn cho đủ điểm số từng phần như Hướng dẫn chấm thi quy định. Tổ chấm thi thảo luận và thống nhất thang điểm chấm cho những bài có cách giải khác với đáp án trong Hướng dẫn chấm thi và ghi thành biên bản chấm thi.
2. Việc chi tiết hóa điểm số trong từng câu (nếu có) trong Hướng dẫn chấm thi phải bảo đảm không làm sai lệch Hướng dẫn chấm thi và phải được sự thống nhất, thông qua biên bản của Tổ chấm.
3. Điểm từng câu và toàn bài không làm tròn (tính đến 0,25 điểm).
II Đáp án và thang điểm
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	Câu 1
(5 điểm)
	

Chứng minh rằng không tồn tại dãy số thực  thỏa mãn  và 

 

với mọi số nguyên dương  

	
	

Giả sử phản chứng rằng tồn tại dãy số thỏa mãn đề bài. Trước hết, ta sẽ chứng minh bằng quy nạp rằng  với mọi . 
	0,5

	
	



Thật vậy, với  thì  nên khẳng định đúng. Giả sử khẳng định đúng với  tức là  thì

.



Vì thế nên . Do đó, khẳng định cũng đúng với  nên theo quy nạp, khẳng định đúng với mọi 
	1,0

	
	

Do đó, ta có nên  tăng ngặt.
	1,0

	
	






Mặt khác, ta có  nên  vì thế dãy  bị chặn trên bởi  Do đó, dãy  đã cho có giới hạn hữu hạn, đặt là  thì  
	1,5

	
	Thay vào điều kiện ban đầu, ta có



điều mâu thuẫn này cho thấy không tồn tại dãy  thỏa mãn đề bài.
	1,0

	Câu 2:
 (5 điểm)
	

Với  là tham số thực, xét hàm số  thỏa mãn 


 với mọi  



a) Giả sử tồn tại một hàm số  thỏa mãn điều kiện trên mà  xác định  


b) Với  chứng minh rằng  

	
	


 a) Giả sử tồn tại hàm số  thỏa mãn đề bài mà  Thay  được 


 với mọi  



Vì  nên ta chỉ ra được  là đơn ánh trên  
	0,5

	
	
Ngoài ra  Suy ra 




nên  Từ đó ta có 
	0,5

	
	
Trong đề bài, thay  thì 


nên từ tính đơn ánh, ta có ngay 


 hay . 



Thay  ta có  nên giải ra được 
	1,0

	
	




Thử lại với  thì có  hay . Thay vào đề bài ta thấy cả hai vế đều bằng  nên thỏa mãn. Vì thế nên  là giá trị duy nhất cần tìm.
	0,5

	
	


b) Với  ta có , 




Nếu như  thì theo câu a, ta phải có  vô lý. Vì thế nên  Thay  ta có 


 với mọi 
	0,5

	
	
Thay  ta có 


 hay 



Đặt  thì  và 
	0,5

	
	
Thay , ta có


 hay .

Thay  ta có 


 hay 

Cuối cùng, thay  ta có


 hay .
	1,0

	
	Ta xét hai trường hợp sau:


Nếu  thì có  


Nếu  thì có , bài toán được giải quyết.
	0,5

	Câu 3: 
(5 điểm)  
	









Cho tam giác  nhọn, không cân có các đường cao  cắt nhau tại  Lấy điểm  trên đường thẳng  và  trên đường thẳng  sao cho tứ giác  là hình bình hành. Gọi  là giao điểm của .


a) Chứng minh rằng  song song với  



b) Chứng minh rằng  là trục đẳng phương của đường tròn ngoại tiếp tam giác  và tam giác 

	
	[image: ]



Vì  nên ta có , từ đó ta có . Suy ra 


 hay  






trong đó ký hiệu  là đường tròn , bán kính bằng , còn  là đường tròn đường kính  Suy ra  thuộc trục đẳng phương của hai đường tròn.
	1,0

	
	





Chứng minh cho  thì có ngay  là trục đẳng phương của hai đường tròn. Vì thế,  nên  hay  kéo theo hai tam giác  đồng dạng. Suy ra 


 nên 
	1,0

	
	





b) Kẻ  lần lượt là đường kính của các đường tròn  và gọi  là giao điểm của . Dễ thấy  nên ta có


. Chứng minh tương tự thì .
	1,0

	
	



Theo định lý Thales ta có  và . Mặt khác, ta cũng có,  dẫn tới 


 nên .
	1,0

	
	











Kết hợp lại, ta được  dẫn tới  hay  Gọi  lần lượt là tâm của  thì  sẽ là các trung điểm của  nên  là đường trung bình của tam giác  Vì thế nên  chứng tỏ  là trục đẳng phương của  
	1,0

	
	










Ghi chú. Cách khác cho câu a) Gọi  là đường kính của  với tâm . Khi đó  là trung điểm của j. Áp dụng định lý Pascal cho  ta được  cắt nhau trên tiếp tuyến qua  của . Do đó,  tiếp xúc với  nên 

	Câu 4:
(5 điểm)
	

Thầy chủ nhiệm đội tuyển đăng ký cho  học sinh tham gia các buổi học chuyên đề của viện Toán với tổng cộng  buổi. Kết thúc khóa học, các học sinh sẽ chia sẻ bài cho nhau cùng học. Biết rằng mỗi buổi, thầy đăng ký cho đúng 3 học sinh và không có 2 bạn nào học chung 2 buổi trở lên.


a) Giả sử  tìm giá trị nhỏ nhất của  


b) Giả sử  và lúc đăng ký xong thì Ban tổ chức thông báo lại là chỉ tối đa  bạn được tham gia. Hỏi thầy có cách nào loại đi 5 học sinh nào đó (và giữ nguyên buổi đăng ký của các học sinh khác) mà đội tuyển vẫn có đầy đủ bài của tất cả các buổi học được hay không?

	
	



a) Ta sẽ đếm các bộ có dạng  với  là hai học sinh và  là buổi mà hai bạn này cùng tham gia. Gọi  là số bộ này.
· 


Đếm theo cặp học sinh: chọn một cặp học sinh thì có  cách, chọn buổi mà hai bạn học chung thì có không quá  cách nên  
· 


Đếm theo buổi: chọn một buổi thì có  cách, chọn cặp học sinh học trong buổi đó thì có  cách nên  
	1,5

	
	

Từ đó ta có  hay 
	0,5

	
	
Ta xây dựng như sau (học sinh ):
	Buổi
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	
 
	

	

	

	
	
	
	

	
 
	

	
	
	

	

	
	

	
 
	
	

	
	

	
	

	

	
 
	
	
	

	
	

	

	

	

	

	
	
	
	
	

	


	
 
	
	

	
	
	

	
	


	

	
	
	

	

	
	
	




Vậy giá trị nhỏ nhất cần tìm là  
	0,5

	
	
Ghi chú. Ở câu a), ta vẫn có thể dùng phản chứng  và kết hợp với dùng nguyên lý Dirichlet để chỉ ra vô lý.

	
	






b) Gọi  là số học sinh lớn nhất có thể xóa khỏi danh sách sao cho đội tuyển vẫn có thể học được đủ bài (tức là mỗi buổi học vẫn còn ít nhất  em). Gọi tập hợp  học sinh bị loại đi thỏa mãn điều kiện này là  và số còn lại là tập hợp  Khi đó  và  
	1,0

	
	





Với mỗi học sinh  trong  phải tồn tại một cặp học sinh nào đó trong  mà ba học sinh này học chung buổi; vì nếu không, ta có thể thêm  vào  mà điều kiện vẫn thỏa, mâu thuẫn với tính lớn nhất của 
	0,5

	
	




Khi đó, ta thực hiện đếm bằng hai cách số bộ  có dạng  mà  và  sao cho ba học sinh  học chung lớp.


Đếm theo cặp  thì có  cách.


Đếm theo  thì có  cách. Từ đó ta có 


Vì thế nên bài toán được giải quyết.
	1,0

	Câu 5:
(7 điểm)
	

















Xét tam giác  nhọn, không cân nội tiếp  có  cố định và  di động trên  Gọi  là hình chiếu của  lên  gọi  là trực tâm tam giác  và  là đường kính của  Tia  cắt lại  ở  và  là điểm đối xứng với  qua  



a) Chứng minh rằng khi  thay đổi thì  luôn đi qua một điểm cố định. Gọi điểm đó là  









b) Ký hiệu  là đường tròn ngoại tiếp tam giác  Gọi  lần lượt là giao điểm của  với  và tia  cắt lại  ở  Chứng minh rằng các đường thẳng  đồng quy.

	
	[bookmark: _GoBack][image: ]











Gọi  là các đường cao của tam giác  Đường thẳng  và  cắt nhau ở  Vì  nên  cũng thuộc đường tròn  kéo theo  chính là điểm Miquel của tứ giác toàn phần  từ đó cũng có 
	1,0

	
	Ta có


 nên  







Chiếu chùm điều hòa này lên  ta có tứ giác  điều hòa nên  sẽ đi qua giao điểm  của hai tiếp tuyến của  ở  nên  cố định.
	1,0

	
	












Cho  cắt  ở  thì ta có tính chất quen thuộc là  đối xứng nhau qua  Xét phép đối xứng trục  thì  và  lần lượt đối xứng nhau qua  nên  sẽ đi qua điểm  cố định, đối xứng của  qua  
	1,0

	
	









[bookmark: MTBlankEqn]b) Cho tia  cắt lại  tại , tiếp tuyến qua  của  cắt  tại  thì  (vì cùng vuông góc với ). Do đó  Ta có







nên  là tiếp tuyến của  tức là  kéo theo  tiếp xúc với 
	1,0

	
	




Vì  nên  tiếp xúc, tức là  đồng viên. Suy ra



nên  thẳng hàng.
	1,0

	
	




Gọi  là giao điểm của  thì vì  đối trung nên ta có  Lại có  (g.g) nên 

,






mà  nằm trong đoạn còn  nằm ngoài đoạn nên . Ta chỉ ra rằng  thẳng hàng là được.
	1,0

	
	


Mặt khác, vì  nên  là các phân giác của góc . Vì thế nên 














dẫn đến là tứ giác điều hòa. Từ đó , mà  đi qua  nên  sẽ đi qua  trên  sao cho  Theo trên thì ta đã có  nên  tức là  thẳng hàng hay các đường thẳng  là đồng quy.
	1,0

	
	



Ghi chú. Câu b) có thể giải quyết nhanh hơn theo hướng dùng bổ đề cát tuyến để tính   từ đó có tỷ số mà  chia đoạn thẳng  Cụ thể chỉ ra tỷ số đó bằng   

	Câu 6:
(7 điểm)
	

Gọi  là tập hợp các bộ ba có thứ tự các số thực không âm  thỏa mãn 





a) Xét bộ  và  tính giá trị của   


b) Tìm hằng số  lớn nhất sao cho với mọi  thì ta đều có bất đẳng thức

 

	
	





a) Không mất tính tổng quát, giả sử Đặt  và  thì  Ta đưa về xét  Ta có  nên 


, do  

Do đó .
	1,0

	
	Ta có





Đặt  thì  và theo AM-GM thì  Ta có 


	1,0

	
	





Do đó ta luôn có vì thế nên để có  thì các bất đẳng thức trên phải xảy ra dấu bằng, tức là  và  nên . Từ đó ta tìm được  Suy ra


	1,0

	
	



b) Thay  thì ta có  nên  Ta sẽ chứng minh bất đẳng thức đúng khi  tức là

 hay 

  (*)
	1,0

	
	


Đặt  thì  hay Ta có đánh giá


 nên 


Nếu  thì (*) là đúng. Ta xét trường hợp 
	1,0

	
	
Theo bất đẳng Schur cho các số thực không âm  thì 


nên 

 
	1,0

	
	Ta đưa về chứng minh

 hay



Bất đẳng thức cuối là đúng nên (*) được chứng minh. Giá trị lớn nhất cần tìm là    
	1,0

	
	Ghi chú. Việc có cần chứng minh cụ thể bất đẳng thức Schur hay không thì tùy vào thống nhất của Ban chấm thi.

	Câu 7:
(6 điểm)
	



Đa thức nguyên  được gọi là “đẹp” nếu như tồn tại vô hạn số nguyên dương  để  chia hết cho 


a) Chứng minh rằng các đa thức  và  đều là đẹp.


b) Chứng minh rằng mọi đa thức nguyên bậc nhất có dạng  với  nguyên dương thì đều đẹp.

	
	


a) Để chứng minh  đẹp, ta chọn  với  thì có ngay 








Ta xét thêm điều kiện  thì có  nên rõ ràng  chứng tỏ  là đẹp, vì kết quả trên đúng với mọi số  lẻ từ  trở lên.
	1,0

	
	



Để chứng minh  đẹp, ta chọn  với  và  thì





Chú ý rằng  nên rõ ràng tích trên là ước của  chứng tỏ  cũng là đa thức đẹp. 
	2,0

	
	





b) Rõ ràng nếu  đẹp thì  cũng đẹp nên có thể giả sử  Ta sẽ chỉ ra rằng tồn tại  để  có ước nguyên tố  
	0,5

	
	

Xét một số nguyên tố  thì ta có  Khi đó, các số sau đây:





lập thành một hệ thặng dư đầy đủ modulo  nên tồn tại số  sao cho 
	1,0

	
	

Khi đó, chọn các số nguyên dương có dạng  với  thì 

.
	1,0

	
	
Chú ý rằng có thể chọn  đủ lớn để

 




Do đó, số  có thể phân tích thành hai nhân tử nhỏ hơn  nên tồn tại vô số cách chọn  để  bài toán được giải quyết.
	0,5
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