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Bài 1. (5 điểm). Cho dãy số  xác định bởi  và .

a) Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

b) Chứng minh rằng .




Bài 2. (5 điểm). Cho trước  thỏa mãn  là tích của các số nguyên tố phân biệt, và mỗi số nguyên tố đó đều có dạng , . 






a) Giả sử tồn tại  () là một ước nguyên tố của . Chứng minh rằng  là ước của cả  và .




b) Tìm tất cả các cặp  với  mà  và  là các số chính phương.




















Bài 3. (5 điểm). Cho tam giác  nhọn (), nội tiếp đường tròn . Gọi  là tâm đường tròn nội tiếp tam giác . Đường thẳng  cắt  tại  và cắt lại  tại . Đường thẳng vuông góc với  tại  cắt đường thẳng  tại . Các đường thẳng  cắt lại  lần lượt tại . Các đường thẳng  cắt lại  lần lượt tại . 


a) Chứng minh rằng  là trung trực của .





b) Gọi  là giao điểm của  và . Chứng minh rằng  vuông góc với .





Bài 4. (5 điểm). Với mỗi cặp số nguyên dương , giả sử ban đầu có  hộp được đánh số từ 1 đến , trong đó  hộp đầu tiên mỗi hộp chứa 1 bi đen và  hộp còn lại mỗi hộp chứa 1 bi trắng.





Trong mỗi bước, ta được quyền chuyển một bi đen từ hộp  sang hộp  và một bi trắng từ hộp  sang hộp  với điều kiện  là một số chẵn. Ở đây giả sử rằng mỗi hộp đều đủ lớn để có thể chứa toàn bộ số bi.




Cặp số  được gọi là tốt nếu sau hữu hạn bước chuyển thì  hộp đầu tiên mỗi hộp chứa 1 bi trắng và  hộp còn lại mỗi hộp chứa 1 bi đen. Nếu trái lại thì ta nói  là cặp xấu.

a) Chứng minh rằng cặp  là cặp xấu.



b) Tìm số cặp số nguyên dương  tốt trong mỗi trường hợp  và .

HẾT

- Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay;
- Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.

Họ và tên thí sinh:………………………..………….………………….Số báo danh:…………………………… 
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	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN DỰ THI HỌC SINH GIỎI
QUỐC GIA THPT NĂM HỌC 2022 - 2023
Môn: TOÁN  Ngày thi thứ nhất: 22/9/2022



HƯỚNG DẪN CHẤM
- Mọi cách làm khác đáp án, nếu đúng đều cho điểm tương ứng;
- Các giám khảo thống nhất để chia điểm đến 0,25 hoặc 0,5 (nếu thấy cần thiết).
	Bài
	Nội dung
	Điểm

	Bài 1a
2,5 đ
	

[bookmark: MTBlankEqn]Từ cách cho dãy số ta có . Bằng tính toán ta được .



Xét hàm số , ta có  liên tục và nghịch biến trên  

.




Ta có  nên    bị chặn.
	1,0

	
	



Suy ra dãy  tăng và dãy  giảm.

Theo tiêu chuẩn Weierstrass suy ra  là các dãy hội tụ.
	0,75

	
	


Đặt . Chú ý rằng  liên tục trên  nên:

Từ .

Từ .


Giải hệ phương trình . Vậy .
	0,75

	Bài 1b
2,5 đ 
	


Ta có . Do đó nếu  thì  và ngược lại.



Lại có  suy ra  nếu n lẻ;  nếu n chẵn.
	0,75

	
	


Suy ra với mọi  lẻ ta có  .
	0,75

	
	Từ đây ta xét 2 trường hợp:


TH1:  chẵn. Khi đó .
	0,5

	
	




TH2:  lẻ. Khi đó  và  chẵn nên theo kết quả ở trên thì  .
Bài toán được chứng minh.
	0,5

	Bài 2a
2,5 đ

	



Nếu một trong 2 số  hoặc  chia hết cho  thì từ giả thiết suy ra số còn lại cũng chia hết cho  
	0.5

	
	


Nếu cả 2 số  và  đều không chia hết cho  





Từ GT suy ra: (mod )  (mod )
	1.0

	
	





   (mod )  (mod ) (Theo định lý Fermat nhỏ)

 Suy ra:  (Vô lý).
	1.0

	Bài 2b
2,5 đ

	


Đặt: . Khi đó ta được: .
	
0,25

	
	

Ta cần tìm  sao cho .



Phân tích tiêu chuẩn  (1) với  là số nguyên tố với mọi .


Do  nên với  bất kỳ, ta có:


 suy ra .
	0,75

	
	
Khi đó: .





Dễ thấy:  không là ước của cả  bởi nếu ngược lại thì dễ suy ra  sẽ là ước của cả  nên  (vô lý do (1)).

Từ đó ta được: .
	0,75

	
	
Chứng minh tương tự như câu a), ta được: .

Từ đó suy ra: .

Khi đó: .



Từ đó suy ra:     


Đặt: . Khi đó: .


Vậy  với  bất kỳ.
	0,75

	Bài 3a
2,5 đ
	[image: ]
	

Kí hiệu  là đường tròn ngoại tiếp tam giác .


Chứng minh kết quả quen thuộc:  là tâm của .
	0,5

	
	
	


Vì  là tiếp tuyến của  nên .
	0,25

	
	
	




Mà tam giác  vuông tại  nên , suy ra  là đường kính của .




Vì  là điểm chính giữa cung  nên  là trung trực của . 	(1)
	0,5

	
	

Ta có , suy ra tứ giác  nội tiếp.
	0,75

	
	

Do đó  nên .					(2)
Từ (1) và (2) suy ra đpcm.
	0,5

	Bài 3b
2,5 đ
	

Kí hiệu  là đường tròn đường kính .





Tam giác  vuông tại  có  nên . Do đó .
	0,25

	
	



Ta xem  là đường tròn suy biến chỉ chứa điểm , tức là có tâm  và bán kính bằng .




Khi đó  nên  thuộc trục đẳng phương của  và .
	0,75

	
	





Lại có  là tiếp tuyến của  nên , dẫn tới  cũng thuộc trục đẳng phương của  và .
	0,75

	
	



Do đó  chính là trục đẳng phương của  và  nên .	(đpcm)
	0,75

	Bài 4a
2,5 đ
	

Ta chứng minh tổng quát: nếu  là các số lẻ thì cặp  là cặp xấu.

Giả sử ngược lại, tồn tại cặp  lẻ là cặp tốt.



Gọi  là tổng số bi đen trong các hộp được đánh số lẻ và  là tổng số bi trắng trong các hộp được đánh số lẻ. Rõ ràng  không đổi sau mỗi bước.
	1,5

	
	





Thời điểm ban đầu ta có  và  nên . Tuy nhiên thời điểm cuối thì  và  nên , mâu thuẫn.
Bài toán được chứng minh.
	1,0

	Bài 4b
2,5 đ
	


Ta chỉ rằng nếu  chẵn thì cặp  là tốt bằng quy nạp theo .
Để đơn giản, ban đầu ta đánh số các viên bi giống với số thứ tự của hộp. 
Ta xây dựng 2 chuỗi chuyển như sau:


1) Nếu  lẻ thì ta thực hiện liên tục các bước chuyển bi đen số 1 và bi trắng số  đến khi chúng đổi chỗ cho nhau. Ta gọi chuỗi chuyển như thể là chuỗi lẻ.



2) Nếu  chẵn thì ta thực hiện liên tục các bước chuyển viên bi đen số 1 và viên bi trắng số  đến khi chúng đổi chỗ cho nhau, sau đó thực hiện liên tục các bước chuyển viên bi đen số 2 và viên bi trắng số  cho nhau. Ta gọi chuỗi chuyển như thế là chuỗi chẵn.
Trở lại bài toán:




+) Với , chẳng hạn  thì  là số chẵn nên  lẻ. Khi đó ta chỉ cần thực hiện 1 lần chuỗi lẻ là xong.
	0,25

	
	

+) Với , chẳng hạn . Khi đó 


Nếu  lẻ thì  lẻ. Ta thực hiện 1 lần chuỗi lẻ là xong.


Nếu  chẵn thì  chẵn. Ta thực hiện 1 lần chuỗi chẵn là xong.
	0,5

	
	


+) Giả sử với  () ta luôn chuyển được về cấu hình như mong muốn. Xét . 




Nếu  lẻ thì ta thực hiện chuỗi lẻ 1 lần. Sau đó tạm thời bỏ qua 2 hộp đầu cuối và 2 bi tương ứng. Đánh lại số các hộp, ta đưa bài toán về cặp . Vì  là số chẵn và  nên theo giả thiết quy nạp việc chuyển này thực hiện được.
	0,5

	
	



Nếu  chẵn thì ta thực hiện chuỗi chẵn 1 lần. Sau đó tạm thời bỏ qua 2 hộp đầu, 2 hộp cuối và 4 bi tương ứng. Đánh lại số các hộp, ta đưa bài toán về cặp . Vì  là số chẵn và  nên theo giả thiết quy nạp việc chuyển này thực hiện được.

Tóm lại với  thì thực hiện được chuyển như mong muốn. Theo nguyên lí quy nạp, mệnh đề phát biểu ở trên được chứng minh.
	0,5

	
	

Kết hợp với câu a) suy ra  tốt khi và chỉ khi  chẵn.
(nếu thí sinh không chứng minh tổng quát ở câu a) thì phải chứng minh ý này ở đây)
	0, 5

	
	Trở lại bài toán:






+) Với  thì  phải cùng chẵn. Chú ý mỗi giá trị  cho tương ứng 1 giá trị  và nên trường hợp này có 1010 cặp  thỏa mãn bài toán.







[bookmark: _GoBack]+) Với  thì trong  luôn có 1 số chẵn 1 số lẻ nên mọi cặp  đều đẹp. Vì mỗi giá trị  cho tương ứng 1 giá trị  và  nên trường hợp này có 2022 cặp  thỏa mãn bài toán.
	0,25
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