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BÀI ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN CHẤM 
BIỂU 
ĐIỂM 

Bài 1 
(3,0 điểm) Bài 1: Cho dãy số  na  xác định bởi 0 2022a    và 1

1 1, 0n n
n

a a n
a      . 

Chứng minh rằng dãy số  na  có giới hạn và tìm giới hạn đó. 

 Chứng minh dãy  na  giảm và bị chặn dưới bởi 1 nên dãy  na  
 
có giới 

hạn. 
1,5 

 
Giả sử 

1lim 1 1na a a a a
a

       .  

Vậy lim 0.na   
1,5 

Bài 2 
(3,0 điểm) 

Bài 2: Cho , ,a b c  là các số thực dương thoả mãn 3a b c   . Chứng minh rằng 
3( ) 7 2 .ab bc ca abc     

 Điều cần chứng minh tương đương với 2 2 23( ) 4 13a b c abc    . 

Đặt 2 2 2( , , ) 3( ) 4 13; .
2

b cf a b c a b c abc t        
0,5 

 *Trước hết ta chưng minh ( , , ) ( , , )f a b c f a t t . Thật vậy,  

do vai trò của , ,a b c  như nhau nên ta có thể giả thiết a b c    

3 3a a b c      hay 1a  . 
    ( , , ) ( , , )f a b c f a t t    

2 2 2 2 2 2 23( ) 4 13 3( ) 4 13a b c abc a t t at           
2 2 2 23( 2 ) 4 ( )b c t a bc t      

1,0 

 2 2
2 2 2( ) ( )3 4

4 4
b c b cb c a bc

              
      

 

2
23( ) ( )

2
b c a b c  

2(3 2 )( ) 0
2

a b c    (do 1a  )  

0,5 

 *Bây giờ ta chỉ cần chứng minh ( , , ) 0f a t t    với  2 3.a t   

Ta có 2 2 2 2( , , ) 3( ) 4 13f a t t a t t at      

     2 2 2 23((3 2 ) ) 4(3 2 ) 13t t t t t        

     22( 1) (7 4 ) 0t t     (do 2 3t b c   ). 

1,0 
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Bài 3 
(3,0 điểm) 

Bài 3: Tìm tất cả các bộ  ba số thực đôi một phân biệt ( ; ; )x y z  thỏa mãn hệ 

phương trình  

2 2 2

2 2

2

1 4
2

2 2
1
2

x y z x y z

x y x y z

y x z

             

. 

 

Đặt 

2 2 2

2 2

2

1 4  (1)
2

2 2          (2)
1                        (3)
2

x y z x y z

x y x y z

y x z

             

 

Phương trình (1) trừ phương trình (3) vế theo vế,  ta được 
2 2 3    (4)z x x y z   

0,5 

 Phương trình (2) trừ phương trình (4) vế theo vế, ta được 
2 2 ( )( 1) 0y z y z y z y z         

Do y z  nên 1 0   (5)y z   . 

Phương trình (3) trừ phương trình (4) vế theo vế, ta được 
2 2 2 2 ( )( 2) 0y x x y x y x y        . 

Do x y  nên ta có 2 0   (6)x y   . 

0,5 

 
Từ (5) và (6) ta suy ra 

2
1

x y
z y

      
, thay vào phương trình (2) ta được 

2 2 2
0

( 2) 2 2 2( 1) 2 3 0 .3
2

y
y y y y y y y

y

 
                

0,5 

 Với 0y  , ta được ( , , ) ( 2, 0,1)x y z   .  0,5 

 
Với 

3
2

y   , ta được 
1 3 5( , , ) , ,
2 2 2

x y z
       

. 0,5 

 Thử lại ta thấy các bộ số trên  thỏa mãn hệ phương trình. Do đó tất cả các 
bộ số thỏa mãn yêu cầu bài toán là  

1 3 5( , , ) ( 2, 0,1),  , , .
2 2 2

x y z
        

 
0,5 

Bài 4 
(3,0 điểm) 

Bài 4: Tìm tất cả các hàm  * *:f    thỏa mãn 

      4 4 5f f x f y x y    , với mọi số nguyên dương , .x y  
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 * Giả sử tồn tại hàm số  f x  thỏa yêu cầu bài ra. 

*Thay x y  vào đẳng thức trên ta được   2 8 5f f x y  . 

  Xét          1 2 1 22 2f x f x f f x f f x    

  1 2 1 28 5 8 5x x x x      . Do đó f  đơn ánh. 

0,5 

 Ta có          1 1 8 5 .f f x f x x f f x f x        

Mà f  đơn ánh nên  

          1 1 2f x f x f x     

       1 1 ,   2f x f x f x f x x        . 

0,5 

 Từ đó            1 1 2 ... 2 1f x f x f x f x f f a           

suy ra 

     
   
 

   1 2
2 2 2 3
3 3 ...

f x a f x a a f x
a f x a a f x
a f x

      
      
    

 

   = 1 1f x a ax b    , trong đó  1b f a  . 

0,5 

 Thay  f x ax b    vào phương trình điều kiện ở giả thiết, ta được  

 

 
  
 

4 4 5
2 4 4 5
2 4 4 5

f ax b ay b x y
f a x y b x y
a a x y b b x y

     
     

         

 

 2 2 4 4 5a x y ab b x y        

0,5 

 Đồng nhất hệ thức ta được: 

 
   

2

2
1 2 14

2 5 2 5 / 32
5 / 3

a
b f x xa

ab b f x x la
b

                        

 0,5 

 vì    *f x N  nên   *2 1,   f x x x    . 0,5 

Bài 5 
(5,0 điểm) 

Bài 5:  Cho hai đường tròn  O  và  'O  có bán kính không bằng nhau và cắt nhau 

tại hai điểm phân biệt A , B . Gọi CD  và EF  là các tiếp tuyến chung ngoài của hai 

đường tròn  O  và  'O , trong đó C
 
và E

 
thuộc đường tròn  O ; D

 
và F

 
thuộc 

đường tròn  'O ; các điểm A  và C  nằm cùng phía đối với đường thẳng 

' .OO Chứng minh rằng tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF  tại A  

đi qua giao điểm của CD  và ' .OO  
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D

O'

B

A

F
I

M

N
O

C

E

 

1,0 

Giả sử 1  là đường thẳng qua A  tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam 

giác AEF . Gọi M  là điểm đối xứng của B  qua EF .  

Ta có  EMF EBF . 

Mà         0180 .EBF EAF EBF EAB BAF EBF BEF BFE         

Nên   0180EMF EAF  .  

Vậy tứ giác MEAF  nội tiếp đường tròn   .      

Gọi N  là giao điểm của các tiếp tuyến tại A  và M  của    . 

Ta chứng minh ba điểm , ,N E F  thẳng hàng. Thật vậy, gọi 'F   

là giao điểm thứ hai của NE  với   . Ta có 'NAE NF A  (g.g)  

1,0 

 
Suy ra 

' '
AE NA
AF NF

 .  

Tương tự 
' ' '

ME NM NA
MF NF NF

  .  

Từ đó, ta có 
' '

AE ME
AF MF

  nên 
'
'

AE AF
ME MF

    (1).  

Gọi I  là giao điểm của AB  và EF .  
Ta có 2 2.IE IAIB IF   do đó IE IF .                                   

1,0 

 
Mà IEB IAE   (g.g) nên 

EB IF IE
AE IA IA

  . 

Tương tự 
BF IF
AF IA

 . Suy ra 
EB BF
AE AF

 . 

Do vậy 
ME MF
AE AF

  hay 
AE AF
ME MF

   (2).  

Từ (1) và (2), ta có 
'
'

AF AF
MF MF

  suy ra 'F F .  

1,0 

 Vì vậy ba điểm , ,N E F  thẳng hàng. Đồng thời, N  là cách đều các điểm  
, ,A B M . 

Do đó N  thuộc trung trực AB , suy ra điều phải chứng minh. 
1,0 
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Bài 6 
(3,0 điểm) 

Bài 6: Cho số nguyên dương n  có ít nhất hai ước nguyên tố. Chứng minh rằng 
luôn tồn tại các số nguyên dương , ,a b c  không lớn hơn n  sao cho đa thức 

2ax bx c   có hai nghiệm thực phân biệt 1 2,x x  thỏa 1 2
1 .x x
n

   

 
Ta cần tìm 

1
2

nk    sao cho ( 1)k k n  .  

Gọi .n r s  với  , 1r s    và  1 ,1r n s n    .  

Theo định lý Trung Hoa, tồn tại *k    sao cho  
0(mod )

1(mod )
k r
k s

   
 nên ( 1)k k rs n  . 

0,5 

 
+ Nếu 

1
2

nk  , chọn , 2 1, ( 1)a n k kb c k
n
   . Khi đó 

*, ,a b c    thỏa , ,a b c n  và 2ax bx c   có hai nghiệm thực phân 

biệt  1 2,x x  thỏa 1 2
1x x
n

   (đpcm). 

1,0 

 
+ Nếu 

1
2

nk  , chọn  ’ 1 1 .
2

k n k n     

Khi đó 
' 1(mod )
' 0(mod )

k r
k s

   
 suy ra '( ' 1)k k rs n  . 

0,5 

 
Chọn , 2 ’ 1, c '( ' 1) .k k

n
a n b k    

Rõ ràng *, ,a b c    thỏa , ,a b c n  và 2ax bx c   có hai nghiệm 

thực phân biệt  1 2,x x  thỏa 1 2
1x x
n

   (đpcm). 

1,0 

Lưu ý khi chấm: (GỢI Ý) 

- Giám khảo chấm điểm thành phần rồi cộng lại thành Điểm bài thi. 
- Điểm bài thi không làm tròn, mà giữ nguyên đến hai chữ số thập phân. 
- Nếu thí sinh có cách giải khác mà đúng thì vẫn cho điểm tương ứng với thang điểm 

của hướng dẫn chấm. 
------- HẾT ------- 


