HƯỚNG DẪN CHẤM
Bài 7. (5 điểm) 


Gọi  là tập hợp các hàm số  thỏa mãn


 với mọi 
a) 

Chứng minh nếu  thì 
b) 



Chứng minh nếu  và  thì  với mọi 
c) 
Tìm tập hợp 
Giải. 


a) Giả sử  ta có 



Gọi  là kết quả thu được khi thay  trong 

Ta có  	(1 điểm)



Nếu  thì  Thử lại thấy không thỏa. Suy ra	(0,5 điểm)

Cách khác. Ta có  	(1 điểm)



Nếu  Ta có  Suy ra 

Thử lại thấy không thỏa. Suy ra	 (0,5 điểm)


b) Giả sử   và .

Ta có 


Mà  nên .	(0,5 điểm)


. Suy ra  	(1 điểm)

c) Xét 

Ta có 



Do vậy 

Suy ra   	(0,5 điểm)

Suy ra 

Suy ra 

Hay 




Suy ra  Nếu  thì  với 



Kết hợp với  ta tìm được  Suy ra 	(0,5 điểm)


Nếu  Suy ra 

Ta có 

Suy ra 

Ta có 


Suy ra  Suy ra 	 (1 điểm)

Thử lại ta thấy tập hợp  chứa đúng 3 hàm số tìm được ở trên. 	
Bài 8. (5 điểm)


Cho 2 dãy số  thỏa mãn  và


 với mọi 



a) Tính  Chứng minh  là các dãy số tăng và 


b) Chứng minh  với mọi 


c) Với mỗi  đặt  

    Chứng minh dãy số  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 
Giải. 

a) Ta có 	 (0,5 điểm)


Gọi  và 



Ta có  đúng do  và 



Giả sử  đúng,  Suy ra  và


 Suy ra  đúng.



Vậy  đúng với mọi  Suy ra  là các dãy tăng (ngặt).	 (1 điểm)



Dễ thấy  nên từ   là dãy tăng (ngặt) ta có ngay  	(0,5 điểm)


b) Ta có  với mọi  
	(1 điểm)

c) Với ta có 

 
(1 điểm)

Suy ra  	(0,5 điểm) 



Vì  nên  có giới hạn hữu hạn và 	(0,5 điểm)



Bài 9. (5 điểm) 















Cho tam giác nhọn không cân  nội tiếp đường tròn  và có trực tâm  Gọi  lần lượt là hình chiếu của  lên  và  lần lượt là trung điểm của  Tiếp tuyến tại  của  cắt  tại  Đường thẳng  cắt  lần lượt tại 



a) Chứng minh  vuông góc với  và  là hình bình hành.




b) Chứng minh nếu  thẳng hàng thì đường đối trung qua  của tam giác đi qua trung điểm của 
Giải.

[image: ]

a) Ta có các điểm  cùng thuộc một đường tròn (đường tròn Euler). 	(0,5 điểm)






Suy ra  Suy ra  thuộc trục đẳng phương của các đường tròn đường kính  Suy ra  là trục đẳng phương của các đường tròn đường kính  Suy ra  	(1 điểm)






Lại có  và  suy ra  là trục đẳng phương của đường tròn Euler và  Suy ra  Suy ra  	(0,5 điểm)


Chú ý (do ). 	(0,5 điểm)

Suy ra  là hình bình hành. 	



b) Theo định lý Brocard thì  là trực tâm của tam giác  Suy ra 

Suy ra  	(0,5 điểm)





Gọi  là trọng tâm của tam giác  thì  là giao điểm của  và  	(0,5 điểm)




Gọi  là giao điểm của  với đường đối trung qua  của tam giác 



Ta có  Suy ra  là trung điểm của  đpcm. 
	(1,5 điểm)


Bài 10. (5 điểm)





Số nguyên dương  được gọi là “số tốt” nếu  chia hết cho  và  không có ước nguyên tố nào vượt quá 




a) Với  là “số tốt”, chứng minh  đạt giá trị lớn nhất là  ( là hàm Euler).




b) Chứng minh có đúng  “số tốt”  sao cho  có đúng  ước dương. 
Giải.



a) Gọi  là ước nguyên tố bất kỳ của “số tốt”  Suy ra 




Do  và  nên  và  	(1 điểm)


Chú ý  nên 	(1 điểm)




Nếu  thì  vô lý do  Vậy 	(0,5 điểm)

Suy ra  




Chu ý  là “số tốt” có  nên giá trị lớn nhất của  là  đpcm.	(0,5 điểm)


b) Từ câu a ta có  với  	(0,5 điểm)
Khi đó 






Suy ra  Suy ra  là “số tốt” khi và chỉ khi  với 	(1 điểm)
Ta có



 có đúng  ước dương khi và chỉ khi 

Suy ra số lượng “số tốt”  cần tìm là

                                                       đpcm.	(0,5 điểm)
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