Đáp án
	CÂU
	NỘI DUNG
	THANG ĐIỂM

	1
	
Cho a là số thực và dãy số  xác định bởi  

                                        .

 1) Chứng minh rằng  .




 2) Với , đặt . Chứng minh rằng với mọi số thực , dãy số có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.
	4,0

	
	1/ Từ công thức xác định dãy số, ta có

                        

                                   
	1,0

	
	
Từ đó    
	0,5

	
	2/ ta xét các trường hợp sau:



 - Nếu , từ công thức xác định dãy, ta có   và ; 



Do đó: ; suy ra dãy số  là dãy giảm và bị chặn dưới bởi số 0. Vậy tồn tại . Từ công thức xác định dãy, cho qua giới hạn, ta được:

                       .

Vậy 
	1,0

	
	


- Nếu , từ công thức xác định dãy, ta có   và ; 



Do đó: ; suy ra dãy số  là dãy tăng và bị chặn trên bởi số 0. Vậy tồn tại . Từ công thức xác định dãy, cho qua giới hạn, ta được:

                       .

Vậy 


Kết luận: . Đặc biệt .
	1,0

	
	
Từ chứng minh (1) và , ta có

              . 
	0,5

	2
	
Tìm tất cả các hàm  thỏa mãn  



 với mọi  là hai số thực.
	3,5

	
	
Giả sử  là một nghiệm hàm


Chứng minh bổ đề:  Nếu  thì 

Với  như trên, áp dụng phương trình đã cho ta có

 

Suy ra  (vì c khác 0). Vậy BĐ được chứng minh.                           
	1,0

	
	

Trong phương trình hàm đã cho thay , ta có  (1)

Từ (1) và áp dụng bổ đề suy ra                    (2)	


Thật vậy, nếu  thì từ (1) : (do bổ đề) (mâu thuẫn giả sử). Mâu thuẫn này chứng tỏ (2) đúng.
	0,5

	
	
Trong phương trình hàm, ta chọn  và sử dụng (2) ta có        

                                            (3)


Từ (3) và bổ đề suy ra  với mỗi   (4)            
	0,5

	
	

1) Trước hết kiểm tra  và  có là nghiệm hàm hay không

- Dễ thấy  là nghiệm hàm

- Nếu  thế vào phương trình hàm

 không đúng với mọi  x, y là hai số thực.

Do đó  không là nghiệm hàm
	0,5

	
	2) Tiếp theo ta sẽ chứng minh không còn nghiệm hàm nào



Thật vậy, giả sử có nghiệm hàm  có tính chất   và  

Theo (2) suy ra  

Hơn nữa theo (4) thì                 (5)  
	0,5

	
	
Trong phương trình hàm thay  và áp dụng (5) ta có 




Áp dụng bổ đề   (vô lý, vì ).                                

Vậy bài toán chỉ một nghiệm hàm 
	0,5

	
Chú ý:  Nếu học sinh nói  f  tính đơn ánh và  từ 
( hoàn toàn sai  vì bài này  f  không đơn ánh) 

	3
	






Cho đa giác lồi 2024  đỉnh. Tại mỗi đỉnh của đa giác viết một số  hoặc  tùy ý.  Một đỉnh  của đa giác được gọi là “tốt” nếu tổng tất cả các số được viết trên các đỉnh liên tiếp nhau bất kì  bắt đầu từ đỉnh  đều  là số dương  (cả hai chiều đều thỏa mãn), tức là tổng các số được viết trên các đỉnh liên tiếp bất kì và  đều là số dương. Chứng minh rằng nếu viết  trên các đỉnh của đa giác  674 số  thì luôn tồn tại ít nhất một đỉnh “tốt”.
	4,0

	
	

Chứng minh bài  toán tổng quát:  với đa giác  đỉnh, với  n số  được viết  thì luôn tồn tại đỉnh  tốt . Bằng phương pháp quy nạp:
Với  n = 1. Xét đa giác lồi 5 đỉnh và có một đỉnh viết số - 1. Khi đó A là đỉnh “tốt” (vì tổng các số trên các đỉnh liên tiếp bắt đầu từ A đều là số dương).
[image: ]

Giả sử  với đa giác lồi  đỉnh và sử dụng  n  số - 1 để viết thì luôn có đỉnh “tốt”.


Xét đa giác lồi  là  với n + 1 số -1 được viết  trên các đỉnh. Chứng minh tồn tại đỉnh tốt.               (1)
	0,5

	
	
Th 1:  Nếu 3 đỉnh  có thứ tự các số được viết là 1, -1, 1. 



Khi đó,  xét đa giác  (bỏ 3 đỉnh  ) và có n đỉnh viết số - 1. Khi đó theo giả thiết quy nạp đa giác  luôn tồn tại đỉnh tốt A. 
	0,5

	
	




Rõ ràng điểm A này cũng là điểm tốt của đa giác . Thật vậy, vì các tổng các số liên tiếp đi bắt đầu từ A qua  và  tăng 1  đơn vị  tức luôn  nên khi qua  luôn dương
	0,5

	
	
Th2:  Nếu 3 đỉnh  có thứ tự các số được viết là 1, 1,- 1.


Bỏ ba đỉnh , xét đa giác  gồm các đỉnh còn lại,  đa giác này có n đỉnh viết  số - 1 (vì bỏ một đỉnh mang dấu – 1).


 Khi đó,  theo giả thiết quy nạp  luôn tồn tại đỉnh tốt. 


+) Nếu  là đỉnh tốt của đa giác  coi như chứng minh xong.


+) Nếu  không là đỉnh tốt của đa giác .
[image: ]






Khi đó tổng các số liên tiếp được ghi trên   đến  bằng 1 ( vì nếu lớn hơn hay bằng 2 thì qua  sẽ là số dương nên sẽ là điểm tốt  , mâu thuẫn không là đỉnh tốt ) .
	0,5

	
	


Khi đó, với mọi k thỏa  thì tổng các số trên các đỉnh từ   đều  (*)







Thật vậy, giả sử  tổng này lớn hơn hay bằng 1 thì  ta lại có tổng các số trên các đỉnh liên tiếp từ  lớn hơn hay bằng 1 (vì  là điểm tốt  của đa giác ) nên tổng các số   đến  lớn hơn 1 (vô lý vì tổng các số   đến  bằng 1).


Bỏ 3 điểm  , xét đa giác có 3n + 2 đỉnh còn lại, đa giác này cũng có đúng  n đỉnh được  viết số - 1, nên theo giả thiết quy nạp đa giác này sẽ có điểm tốt . 







Từ (*) suy ra  ( do nếu   , tổng các số liên tiếp từ  luôn  (vô lí vì điểm  đỉnh tốt của đa giác gồn 3n + 2 sau khi bỏ  đỉnh bỏ 3 đỉnh ).	
	1,0

	
	

Ta cần hứng minh  là điểm tốt của đa giác . Thật vậy






*) Tổng các số được ghi  từ  luôn  và tổng các số  bằng 1 nên tông các số từ  luôn  nên qua  luôn dương.
	0,5

	
	


*) Tổng các số được ghi  từ  luôn  nên qua   luôn dương.


Vậy   là điểm tốt của đa giác .
Do đó, (1) được chứng minh.
Theo phương pháp quy nạp bài toán tổng quát được chứng minh.

Quay lại bài toán: với  với đa giác  và có 674 số - 1 nên luôn có điểm tốt
	        0,5

	4
	
Đường tròn tâm I nội tiếp tam giác ABC nhọn (), tiếp xúc với các cạnh BC, CA và AB tương ứng tại D, E và F. Đường thẳng qua D vuông góc với EF cắt EF tại L. Đường thẳng LI cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF tại  T ( khác I). Gọi K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BIC.

   1) Chứng minh rằng .
   2) Chứng minh rằng  điểm  T nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.
	5,0

	
	1) Gọi N, K là giao điểm của AI với BC và đường tròn (O) tương ứng (K là trung điểm cung BC, khác cung chứa điểm A). Ta chứng minh K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BIC.


Thậy vậy, cân tại K (vì ) ;


Suy ra và .

Từ đó, ta có  hay K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BIC.

Xét hai tam giác , ta có 



  cạnh chung, và  ( tính chất tiếp tuyến đường tròn (O)).

Vậy  
	1,5

	
	
Dựng AG là  đường kính của đường tròn tâm (O) ngoại tiếp tam giác ABC; gọi lần lượt là bán kính đường tròn (O) và đường tròn (I) ; H giao điểm của AI và EF . 

AI đường kính đường tròn (AEF), ta có                 (*)
	0,5

	
	[image: ]
Ta lại có DL và AI cùng vuông góc FE, suy ra :  DL // AI. 
Ta chứng minh :  L, I, G thẳng hàng.
	

	
	
Xét hai tam giác vuông IDN và AKG có  nên


                  :                  (1)
	0,5

	
	
Tứ giác LHND hình thang vuông:     (2)

 Từ (1) và (2) :                                                              (3)
	0,5

	
	
Mặt khác, tam giác BKI cân tại K (vì ) ; 


 Ta có  , suy ra :               (4)

( Tam giác IEH vuông tại H : )
	1,0

	
	
Từ (3) và (4) và , suy ra hai tam giác vuông IHL và IKG đồng dạng.

Suy ra : , mà H, I, K thẳng hàng ; từ đó  L, I, G thẳng hàng. Khi đó, từ T, L, I  thẳng hàng và L, I, G thẳng hàng suy ra T, I, G thẳng hàng.
	0,5

	
	
Từ ba điểm T, I, G thẳng hàng  và (*), ta có : 
Vậy T thuộc đường tròn (O), đường kính AG.
	0,5



	5
	
1) Chứng minh rằng  phương trình  có nghiệm 
nguyên dương.

2) Chứng minh rằng tồn tại số nguyên dương  sao cho với mọi số 

tự nhiên  thì  phương trình  


 có nghiệm nguyên dương.
	3,5

	
	
1) Ta thấy  là nghiệm của phương trình vì 


Vậy phương trình  có nghiệm nguyên dương                   
	0,5

	
	

2) Nhận xét 1: Với  thì  bộ  là nghiệm phương trình.



Nhận xét 2: với  phương trình có nghiệm  thì   phương trình cũng có nghiệm (a  là số nguyên dương tùy ý) 

Thật vậy, bộ  là nghiệm của phương trình  đã cho

Vì 
	0,5

	
	


Nhận xét 3: Với mọi số nguyên  không âm , ta có  thì phương trình luôn có nghiệm ( vì áp dụng nhận xét 1 (với ) + k lần nhận xét 2 với a = 2)    
	0,5

	
	



Nhận xét 4. Với mọi số nguyên không âm  suy ra với  luôn có nghiệm (áp dụng nhận xét 1 (với )  +  l lần nhận xét 2 với )

Suy ra , với n này phương trình luôn có nghiệm (*)  	
	0,5

	
	
Chọn . 
	0,5

	
	

Khi đó, với mọi  và  nên theo định lí Sylvester tồn tại hai số nguyên không âm k, l sao cho


Áp dụng (*) với n như vậy phương trình luôn có  nghiệm. Vậy bài toán được chứng minh
	1,0
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