	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
BẮC KẠN

ĐỀ CHÍNH THỨC
(Đề thi gồm có 01 trang)          


	KỲ THI LẬP ĐỘI TUYỂN DỰ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT NĂM HỌC 2024-2025

MÔN THI: TOÁN 
Thời gian làm bài: 180 phút, không kể thời gian giao đề


Câu 1. (5,0 điểm) Cho dãy số thực 
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Chứng minh rằng dãy số đã cho có giới hạn hữu hạn. Tính giới hạn đó.

Câu 2. (6,0 điểm) Cho hai đường tròn (O1)  và (O2) cắt nhau tại A,B. CD là tiếp tuyến chung  của hai đường tròn (O1)  và (O2) với C thuộc (O1) ; D thuộc (O2), B gần CD hơn A. Gọi E là giao điểm của BC và AD, F là giao điểm của BD và AC.
    a)  Chứng minh EF song song với CD.

    b) Gọi N là giao điểm  của AB và EF. Lấy điểm K trên đoạn thẳng CD sao cho 
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 Chứng minh 
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Câu 3. (3,0 điểm) Tìm tất cả các hàm số 
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Câu 4. (3,0 điểm) Với 
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 là hàm Euler . Chứng minh rằng tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình 
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Câu 5. (3,0 điểm) Một học viện tổ chức một buổi gặp gỡ thảo luận về các vấn đề. Mỗi thành viên của buổi gặp gỡ này thuộc về một trong 7 phần của buổi thảo luận, mỗi phần của buổi thảo luận có số lượng thành viên tham dự khác nhau đôi một. Tất cả các thành viên của mỗi phần sẽ cùng bầu chọn giống nhau là tán thành hoặc không tán thành vấn đề đang thảo luận. Quyết định cuối buổi thảo luận sẽ được đưa ra nếu số thành viên tham dự bầu chọn là tán thành cho nó nhiều hơn số còn lại.

    a) Tìm số thành viên tham dự ít nhất có thể có.

    b) Hỏi có bao nhiêu cách đưa ra một quyết định cho buổi thảo luận ứng với trường hợp số thành viên ít nhất bên trên, biết rằng hai quyết định khác nhau nếu có ít nhất một phần thảo luận, các thành viên đã bầu chọn khác nhau.
---------------------- HẾT ------------------------
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	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
BẮC KẠN

	KỲ THI LẬP ĐỘI TUYỂN DỰ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT NĂM HỌC 2024-2025

MÔN THI: TOÁN


HƯỚNG DẪN CHẤM ĐỀ CHÍNH THỨC
(Bản Hướng dẫn chấm gồm 05 trang)

Câu 1. (5,0 điểm) 
	Nội dung
	Điểm

	Cho dãy số thực 
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Chứng minh rằng dãy số đã cho có giới hạn hữu hạn. Tính giới hạn đó.

	Ta có
[image: image12.wmf]0
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 với mọi n nguyên dương. (1)
	1,0

	Ta sẽ chứng minh kể từ số hạng thứ hai, dãy số đã cho là giảm.

Thật vậy, xét hiệu: 
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Để chứng minh 
[image: image14.wmf]n

x

 giảm bắt đầu từ số hạng thứ hai, ta cần chứng minh:
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  với mọi n ≥ 3.  (2)
	1,0

	Ta chứng minh điều này bằng quy nạp toán học. 

Với n = 3, do 
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  đúng.

Giả sử ta có: 
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Khi đó: 
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Suy ra  
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 Vậy (2) đúng đến n+1. 

Theo nguyên lý quy nạp toán học, ta có (2) đúng với mọi n ≥ 3.
	1,0

	Như vậy, (xn) là dãy số giảm kể từ số hạng thứ hai. 

Ngoài ra, theo (1), nó bị chặn dưới bởi 0. 

Theo tính chất của dãy đơn điệu, tồn tại giới hạn hữu hạn  
[image: image22.wmf]lim.

n

n

xa

®+¥

=

 
	1,0

	Chuyển đẳng thức 
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 sang giới hạn, ta được 
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Vậy dãy số đã cho có giới hạn hữu hạn: 
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Câu 2. (6,0 điểm)

	 Nội dung
	Điểm

	Cho hai đường tròn (O1)  và (O2) cắt nhau tại A,B. CD là tiếp tuyến chung  của hai đường tròn (O1)  và (O2) với C thuộc (O1) ; D thuộc (O2), B gần CD hơn A. Gọi E là giao điểm của BC và AD, F là giao điểm của BD và AC.

    a)  Chứng minh EF song song với CD.

    b) Gọi N là giao điểm  của AB và EF. Lấy điểm K trên đoạn thẳng CD sao cho 
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	a) Không mất tính tổng quát  bài toán trong trường hợp hình vẽ trên
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suy ra AEBF là tứ giác nội tiếp.
	2,0

	Từ đó suy ra
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	b) Gọi B’ là điểm đối xứng với B  qua CD, AN cắt CD tại M suy ra 
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Do đó M là trung điểm của CD và N là trung điểm của EF.

Giả sử K’ là điểm thuộc CD sao cho K’N vuông góc với EF tại N
Xét hình tứ giác toàn phần AFBECD có

(ABNM) = -1 (  K’(ABNM)=-1

Mà K’N ( K’M ( K’M  là phân giác ngoài  của (BK’A’
Lại có K’M là phân giác (BKB’ (  A,K’,B thẳng hàng
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	Do ACB’D  là tứ giác nội tiếp  vì
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Đó là điều phải chứng minh.
	1,0


Câu 3. (3,0 điểm) 
	Nội dung
	Điểm

	Tìm tất cả các hàm số 
[image: image37.wmf]:

f

®

¡¡

 thoả mãn: 
[image: image38.wmf](

)

(

)

(

)

22

,,(1)

fxyxfxyfyxy

+=+"Î

¡



	Cho 
[image: image39.wmf]0

y

=

, từ 
[image: image40.wmf](

)

1

 suy ra 
[image: image41.wmf](

)

(

)

2

,

fxxfxx

="Î

¡

.

Do đó (1) trở thành:
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(2)
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	thay 
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 là hàm số lẻ. 
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	Do đó với mọi 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image52.wmf](
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	Với mọi 
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Từ 
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	Tính
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theo hai cách. Ta có 
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Thử lại thấy hàm số thoả mãn, vậy: 
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Câu 4. (3,0 điểm) 
	Nội dung
	Điểm

	Với 
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 là hàm Euler . Chứng minh rằng tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình 
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	Ta xây dựng bài toán sau đây: 
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  do 
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 . Từ đó suy ra tồn tại hai số nguyên dương 
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. Khi đó   
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 . Tức là 
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    Bài toán được chứng minh.
	1,0


Câu 5. (3,0 điểm) 
	Nội dung
	Điểm

	Một học viện tổ chức một buổi gặp gỡ thảo luận về các vấn đề. Mỗi thành viên của buổi gặp gỡ này thuộc về một trong 7 phần của buổi thảo luận, mỗi phần của buổi thảo luận có số lượng thành viên tham dự khác nhau đôi một. Tất cả các thành viên của mỗi phần sẽ cùng bầu chọn giống nhau là tán thành hoặc không tán thành vấn đề đang thảo luận. Quyết định cuối buổi thảo luận sẽ được đưa ra nếu số thành viên tham dự bầu chọn là tán thành cho nó nhiều hơn số còn lại.

    a) Tìm số thành viên tham dự ít nhất có thể có.

    b) Hỏi có bao nhiêu cách đưa ra một quyết định cho buổi thảo luận ứng với trường hợp số thành viên ít nhất bên trên, biết rằng hai quyết định khác nhau nếu có ít nhất một phần thảo luận, các thành viên đã bầu chọn khác nhau.

	a) Ta thấy số lượng thành viên là mỗi phần lần lượt là 1,2,3,4,5,6,7 thỏa mãn. Do đó số lượng thành viên cho buổi gặp gỡ đó ít nhất là 1+2+3+4+5+6+7=28.
	1,0

	b) Mỗi phần của buổi thảo luận sẽ có hai cách bầu chọn (tán thành hoặc không tán thành). Do đó số cách bầu chọn là 
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Ta sẽ loại ra hai trường hợp không ra quyết định.

Trường hợp 1. Số lượng thành viên bầu chọn có 14 người tán thành và 14 người thì không. Trường hợp này số người tán thành không ít hơn 3 (vì hai nhóm tùy ý không đủ 14 người). Tương tự vậy cho số phần bầu chọn không tán thành. Kiểm tra trực tiếp, ta được các trường hợp bầu chọn tán thành là: 

7+6+1; 7+5+2; 7+4+3 và 6+5+3 (các phần còn lại bầu chọn không tán thành). Hoán đổi các phần bầu chọn tán thành và không tán thánh cho nhau ta được tổng cộng 
[image: image83.wmf]448
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 trường hợp như vậy.
	1,0

	Trường hợp 2. Số trường hợp mà mỗi người bầu chọn không tán thành nhiều hơn số người tán thành.

Bằng cách xây dưng song ánh từ tập các bầu chọn mà số người bầu chọn tán thành nhiều hơn số người không tán thành  đến tập các bầu chọn có số người bầu chọn không tán thành nhiều hơn số người tán thành. Ta được số cách của chúng là bằng nhau. Do đó số cách ra quyết định cần đếm là: 
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