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Câu I (5 điểm). Cho các số thực dương. Xét các dãy số  thỏa mãn và  
1. 

Chứng minh rằng tồn tại  để 
2. 
Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn.
	Điểm

	1. 
Phản chứng, giả sử              (*)

Khi đó 

.
	1,0

	
Do đó 



 khi n mâu thuẫn với (*).
	1,0

	2. 

+ Dễ thấy  nên dãy số  là dãy tăng.



Xét tìm được ở câu a), đặt thì  .



Do  là dãy tăng nên

Từ đó suy ra được 

Mặt khác, ta có 

Tương tự 

Từ đó suy ra được 



,,


 dãy  bị chặn trên và là dãy tăng nên có giới hạn hữu hạn.
	3,0

	Câu II ( 5 điểm).











Cho tam giác  có  và đường tròn nội tiếp tam giác  tiếp xúc với các cạnh  lần lượt tại . Phân giác trong của góc  cắt các đường thẳng  lần lượt tại . Gọi  là các điểm nằm trên cạnh  sao cho . Chứng minh rằng
1. 

 là tiếp tuyến của đường tròn đường kính .
2. 

Đường tròn ngoại tiếp tam giác  tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp và đường tròn nội tiếp  tam giác .
	

	[image: ]
	

	1. Gọi (I) là đường tròn nội tiếp tam giác ABC.

Ta có  đồng viên.

 cùng nằm trên một đường tròn. 
Do đó năm điểm I, F, B, D, X cùng thuộc một đường tròn suy ra tứ giác BXIF nội tiếp.

 Vì   là tiếp tuyến của đường tròn đường kính XY.
Tương tự như trên ta được CY là tiếp tuyến của đường tròn đường kính XY.
	2,0

	2.  Vì  BX, CY là tiếp tuyến của đường tròn đường kính XY.


,  (1).

    Ta có tam giác BAX đồng dạng tam giác CAY suy ra  (2).



Từ (1) và (2) suy ra  suy ra AS và AT liên hợp đẳng giác đối với tam giác ABC nên đường tròn ngoại tiếp tam giác  tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp  tam giác .
      +) Gọi L là giao điểm của AX và BC. 

       Do , kết hợp với SX, SY vuông góc suy ra SX là phân giác của góc AST suy ra X là tâm đường tròn nội tiếp tam giác AST.
Gọi (I) là đường tròn nội tiếp của tam giác ABC. Xét tam giác AST, có đường tròn (I) tiếp xúc với CA, CS lần lượt tại E, D và DE đi qua X nên theo bổ đề Sawayama ta có đường tròn ngoại tiếp tam giác AST tiếp xúc với (I).
	3,0

	




Câu III ( 5 điểm):  Xét các số  nguyên,  thỏa mãn  là ước của  với mọi  nguyên dương. 
1. 

Chứng minh rằng  hoặc 
2. 


Khi . Chứng minh rằng  và  không đồng thời là các số chính phương.
	

	

1.  Do  là ước của  với mọi n nguyên dương nên với mọi n, ta có 


 và 




Vì   suy ra 

Nên  với mọi n.



Từ đó được  nên  hoặc . 




  Với , chọn  thỏa mãn. Với , chọn  thỏa mãn. 
	2,0


	



2.  Với , giả sử  với x, y nguyên dương và  là ước của 



Do có vô hạn số nguyên tố dạng  và a,b chỉ có hữu hạn ước nguyên tố nên tồn tại số nguyên tố p dạng  sao cho .


Xét . Do p có dạng  nên 2 không là thặng dư bình phương mod p, ta có 


 hay 


Mà  nên 

Từ đó 


Mặt khác  nên . 

Mâu thuẫn do p có dạng . 
Vậy a, b không đồng thời là các số chính phương.
	3,0

	





Câu IV ( 5 điểm). Với mỗi số tự nhiên , ký hiệu  là số nhỏ nhất các tập con có 3 phần tử của tập hợp  sao cho  với mọi tập con có  phần tử của  luôn chứa ít nhất một trong các tập con  phần tử này.

a) Xác định . 

b) Chứng minh rằng 
	

	
1.  Do họ 6 tập con gồm 3 phần tử  {1,2,3} , {1,2,4} , {3,4,5}, {3,4,6}, {1, 5, 6}, {2, 5, 6}  có tính chất là mọi tập con 4 phần tử của  S6 đều chứa ít nhất một trong chúng nên  
     Mặt khác, xét một họ 5 tập con có 3 phần tử  A1, A2, …, A5  tùy ý. Theo nguyên lý Đirichlet thì tồn tại ít nhất một phần tử p của S6 có mặt trong ít nhất  3 tập hợp con này. 

Như vậy xét tập hợp 5 phần tử   thì trong A1, A2,…, A5 chỉ có nhiều nhất 5 -3=2 tập con có 3 phần tử không chứa p, ký hiệu là A, B. 


Dễ thấy A  B   (nếu không thì  A  B có 6 phần tử, vô lý) và với q là phần tử chung của A  B thì   là tập con gồm 4 phần tử không chứa bất bất kỳ Ai làm tập hợp con, suy ra 

 Do đó ta có  
	2,0

	


2.  Do  và  không thay đổi khi ta thay Sn bởi tập hợp gồm n phần tử tùy ý nên ta chứng minh   bằng  quy  nạp. 

Với  n = 4 thì  đúng. 


Giả  sử    đúng với n ≥ 4. Ta chứng minh . 




Xét họ các tập hợp 3 phần tử thỏa mãn điều kiện đầu bài là với mọi tập hợp 4 phần tử tùy ý là tập con của  luôn chứa một trong chúng. Bỏ đi một phần tử p tùy ý trong Sn+1, ta còn tại một số tập hợp con có 3 phần tử thỏa mãn điều kiện là một tập hợp con 4 phần tử của   luôn chứa ít nhất 1 trong các tập con này và do đó số tập hợp con có 3 phần tử còn lại không ít hơn .


Vì luôn tồn tại một phần tử p thuộc ít nhất  tập hợp, suy ra . 



Áp dụng giả thiết quy nạp là  ta có  hay.  
	3,0


 Các cách làm đúng khác cho điểm tương ứng.
Điểm toàn bài làm tròn tới 0,25 điểm.
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