
	Câu
	Ý
	Nội dung
	Điểm

	1.
	
	Giải hệ phương trình


	4,0

	
	
	

Điều kiện xác định . Từ hệ suy ra  
	0,5

	
	
	
Xét hàm số  ta có

	


Do đó, hàm số  đồng biến trên khoảng 
	0,5

	
	
	




TH1: Nếu  thì  hay . Tương tự,  dẫn đến .
	0,5

	
	
	


TH2: Nếu  ta cũng được . Tóm lại, .
	0,5

	
	
	

Thay  vào hệ ta có  

Xét 
	0,5

	
	
	Ta có

	


Do đó,  đồng biến trên khoảng  
	0,5

	
	
	
Mặt khác, .
	0,5

	
	
	

Vì tính đồng biến của nên  là nghiệm duy nhất của (1).

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất 
	0,5

	
	
	
Cách khác: Nhận xét  
Suy ra  


Tương tự ta có 


Suy ra 



Từ đó ta có 
	

	2.
	
	

Xét dãy  là dãy các số tự nhiên tăng nghiêm ngặt và dãy  xác định như sau 





Biết rằng, dãy  có giới hạn hữu hạn là . Tính 
	4,0

	
	
	
+) Tính 


TH1: Nếu  thì  
	0,5

	
	
	
Do đó (không thỏa).
	0,5

	
	
	

TH2: Nếu  thì  . 

	0,5

	
	
	
Do đó,  (loại).

Vậy .
	0,5

	
	
	
+) Tính 

Xét dãy  Ta có

	
	0,5

	
	
	
TH1: Nếu  thì 

	(loại).
	0,5

	
	
	
TH2: Nếu  thì

	 (loại).

Suy ra 
	0,5

	
	
	
Vậy 
	0,5

	3.
	
	



Với mỗi số nguyên dương , ta đặt , trong đó  là tổng tất cả các ước số dương của .
	4,0

	
	1)
	

Chứng minh rằng  với mọi số nguyên dương . Dấu bằng xảy ra khi nào?
	2,0

	
	
	
Ta thấy là hàm nhân tính, tức là

	


Ngoài ra, . Dấu bằng xảy ra khi 
	0,5

	
	
	
Viết  lẻ). 
	0,5

	
	
	
Khi đó 
	0,5

	
	
	




Dấu bằng xảy ra khi  và . Do  nên ta suy ra  Từ đó có 
	0,5

	
	2)
	




Giả sử  là một số nguyên dương sao cho tồn tại số nguyên tố lẻ  thoả mãn . Chứng minh rằng  là số lẻ và  là số chính phương.
	2,0

	
	
	
+) Nếu  chia hết cho 4 thì theo câu 1 ta có

	 (loại).
	0,5

	
	
	

+) Nếu , trong đó  là số nguyên dương lẻ, thì 

	
	0,5

	
	
	




Với  ta có . Viết , trong đó  là các số nguyên tố lẻ và  là các số nguyên dương. Khi đó

	

Suy ra  

Vậy  lẻ.
	0,5

	
	
	


+) Viết , trong đó  là các số nguyên tố lẻ và  là các số nguyên dương. Khi đó

[bookmark: _Hlk109802454]	


Theo giả thiết ta có  là số lẻ (vì lẻ). 

Suy ra  là số lẻ.  



Do đó  lẻ. Từ đó ta được  là số chẵn với mọi .  

Vậy  là số chính phương.
	0,5

	
4.
	
	

















Cho tam giác nhọn nội tiếp đường tròn . Các đường cao cắt nhau tại . Gọi  là trung điểm của  và  là giao điểm thứ hai của với đường tròn . Đường thẳng  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai là . Đường tròn  đường kính  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai là  và cắt  tại điểm thứ hai là .
	5,0

	
	1)
	

Chứng minh rằng  song song với .
	2,0

	
	
	[image: ]
	








	
	
	
Ta có  thẳng hàng.
	0,5

	
	
	
Xét đường tròn . Ta có


	0,5

	
	
	


Do và đối xứng với nhau qua nên

	
	0,5

	
	
	

Xét đường tròn ta có . 

Suy ra	

Do đó, 
	0,5

	
	
	

Cách khác: Ta có  thẳng hàng. Kẻ tiếp tuyến  như hình. 


Ta có . Suy ra . (1)


Mặt khác, . Suy ra . (2)

Từ (1) và (2) suy ra 
	

	
	2)
	



Gọi  là giao điểm thứ hai của  với đường tròn . Chứng minh rằng  thẳng hàng.
	3,0

	
	
	



Từ câu 1) ta suy ra và đối xứng với nhau qua phân giác của góc (hay góc).
	0,5

	
	
	



Vì là các tiếp tuyến của  nên là tứ giác điều hoà. 
Do đó 
	0,5

	
	
	

Mặt khác, gọi , ta có 
	0,5

	
	
	
Suy ra . 



Do đó  và đối xứng với nhau qua phân giác của góc.
	0,5

	
	
	


Theo kết quả quen thuộc,  và đối xứng nhau qua phân giác của góc  
	0,5

	
	
	

Suy ra  hay  thẳng hàng.
	0,5

	
	
	Cách khác:
[image: ]







Ta cólà hai tiếp tuyến của đường tròn , suy ra  là trung trực của  kết hợp là hình thang cân suy ra  cũng là trung trực của .

Do đó 

Suy ra tam giác .

Ta được  (3)

Mà  (đẳng giác).  (4)

Từ (3) và (4) suy ra  thẳng hàng.
	

	5.
	
	


Trên một đường tròn có  điểm phân biệt. Tìm số nguyên dương  nhỏ nhất sao cho với mọi cách chọn  điểm trong số các điểm trên, tồn tại hai điểm sao cho phần trong của một trong hai cung tròn có đầu mút là hai điểm nói trên chứa đúng 1012 điểm trong số 2023 điểm đã cho (phần trong của một cung tròn là các điểm của cung đó không kể hai đầu mút).
	3,0

	
	
	




Ta giải bài toán tổng quát: Thay  bởi  và  bởi , trong đó  không chia hết cho 3. 

Một đoạn thẳng nối hai điểm mà chia đường tròn thành 2 cung, một trong chúng chứa đúng  điểm bên trong được gọi là một đoạn thẳng tốt. 
	0,5

	
	
	
Đánh số các điểm theo chiều kim đồng hồ là . Khi đó, các dây cung sau đây là tốt





Quy ước, đỉnh  trùng với trùng với 
	0,5

	
	
	

Do  không chia hết cho 3 nên  Do đó


với 

là hệ thặng dư đầy đủ modulo 

Trong trường hợp này các đoạn thẳng tốt lập thành một đường gấp khúc kín, không tự cắt với cạnh


	0,5

	
	
	
Với mọi  điểm, tồn tại 2 điểm là 2 đỉnh của một cạnh của đường gấp khúc và do đó thỏa mãn yêu cầu đề bài.
	0,5

	
	
	
Mặt khác, ta có thể chọn  điểm xen kẽ nhau của đường gấp khúc trên và do đó không thỏa mãn điều kiện đề bài.
	0,5

	
	
	

Nói cách khác nhỏ nhất cần tìm là .
	0,5
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