	UBND TỈNH BẮC NINH
SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
	HƯỚNG DẪN CHẤM
ĐỀ CHỌN ĐỘI TUYỂN
DỰ THI HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT
NĂM HỌC 2022 - 2023
Môn thi: Toán
Ngày thi: 04 tháng 10 năm 2022 
 (Hướng dẫn chấm có 06 trang)


	Câu
	Đáp án
	Điểm

	1
	
Giải hệ phương trình sau 
	4,0

	
	





Ta có  với mọi  nên , suy ra . Chứng minh tương tự, ta được . Không giảm tổng quát, ta giả sử .
	1,0

	
	Trừ theo từng vế của phương trình đầu và phương trình cuối ta được

.




Rõ ràng vế trái của (*), nên  mà , do đó .
	1,0

	
	



Vậy, ta có . Tương tự, ta được  và do đó .Thay vào phương trình đầu ta được .  
	1,0

	
	


Suy ra , do  vô nghiệm, nên .

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất .
	1,0

	2
	

Cho phương trình  ( là số nguyên dương).
a) 

Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương  phương trình đã cho có nghiệm dương duy nhất, kí hiệu là .
b) 
Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn, tìm giới hạn đó.
	4,0

	a
	
Đặt 




Khi đó  liên tục trên  và có  nên  có nhiều nhất một nghiệm dương.
	1,0

	
	

Lại có  (do  nguyên dương)



Do  nên  có nghiệm thuộc 


Từ đó suy ra  có nghiệm dương  duy nhất.
	1,0

	b
	
Ta có  

 





 .



Mà  nên suy ra (hàm đồng biến)
	1,0

	
	

Áp dụng Định lí Lagrange, tồn tại  sao cho  

(do ).

Suy ra 


Lại có  nên theo nguyên lí về giới hạn kẹp suy ra .
	1,0

	3
	
Cho hàm số  thoả mãn điều kiện

.
a) 
Chứng minh  là hàm số lẻ.
b) 
Tìm tất cả các hàm số  thoả mãn điều kiện trên.
	4,0

	a
	
Giả sử  là hàm số thoả mãn điều kiện đề bài, tức là 





Thế  vào , ta được  




Nếu , thế  vào hệ thức trên, ta được  hay .



Thay trở lại , ta được  (vô lý). Do đó .




Giả sử có , thế  vào , ta được  

Vậy .
	0,5

	
	

Với  và  


Thế  vào , ta được





Thế  vào , ta được 

Mà  nên ta có



 (do  nên ) 



Với  và  thì  



Vậy  và  thì 

Do đó  là đơn ánh.
	0,75

	
	

Thế  vào , ta được

 



Thế  bởi  vào , ta được

 

 

Suy ra 




Lại có  nên suy ra 

Do đó  là hàm lẻ.
	0,75

	b
	
Ta có  

 


 (do )




 (do )



Suy ra  
	1,0

	
	

Thế  vào hệ thức trên, ta được 





Vì  nên thế  bởi  vào hệ thức trên, ta được  hay .


Thử lại vào , ta được  

 

 


Vậy có hai hàm số thoả mãn là  và .
	1,0

	4
	



















Cho tam giác  nhọn, không cân (), đường tròn nội tiếp  tiếp xúc với các cạnh  theo thứ tự tại các điểm . Gọi  là hình chiếu vuông góc của  trên  và  là trung điểm . Đường thẳng  cắt các đường thẳng  theo thứ tự tại các điểm ; đường thẳng  cắt đường thẳng  tại . Hai đường thẳng  theo thứ tự cắt đường tròn  tại hai điểm  (khác ). 
a) 



Gọi  là giao điểm của hai đường thẳng , chứng minh rằng đường thẳng  là tiếp tuyến của đường tròn .
b) 
Chứng minh rằng bốn điểm  cùng nằm trên một đường tròn.
	4,0

	a
	[image: ]



Gọi   là giao điểm của  và .


Do  đồng quy nên  (hàng điểm điều hoà cơ bản)



Do  đồng quy tại  nên  (hàng điểm điều hoà cơ bản)



Từ đó ta có , suy ra ba đường thẳng  đồng quy tại . 
	1,0

	
	








Hai tiếp tuyến của  tại  và  đồng quy tại  tứ giác  là tứ giác điều hoà, do đó hai tiếp tuyến của  tại  và  đồng quy tại .


Suy ra  là tiếp tuyến của .
	1,0

	b
	


Gọi  theo thứ tự là giao điểm thứ hai của  với .




Ta có  và  là trung điểm  nên  







Suy ra tứ giác  là tứ giác điều hoà, do đó tiếp tuyến của  tại  và  đồng quy tại  hay  đi qua .
	1,0

	
	

Ta có  (do )



Do đó  là tứ giác điều hoà.







Gọi  là giao điểm của  với , suy ra  là tiếp tuyến của  tại , do đó .


Ta có , suy ra 

Theo hệ thức Newton, ta có  

Từ đó suy ra bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn.
	1,0

	5
	


Cho đa thức hệ số thực  có bậc  và có  nghiệm thực phân biệt. Chứng minh rằng
a) 
.
b) 
.
	4,0

	
	

Gọi  là các nghiệm phân biệt của 

*) Với 




Do  có  nghiệm thực phân biệt nên ,  

Suy ra  
	0,5

	
	
*) Với  

Ta có  






Suy ra ,
	0,5

	
	
[bookmark: MTBlankEqn]Lấy đạo hàm hai vế, ta được 

Suy ra 

Vậy .
	1,0

	
	






Xét . Do  có bậc  và có  nghiệm thực phân biệt nên  có bậc  và cũng có  nghiệm thực phân biêt.

Theo câu a) ta có  

hay 
	1,0

	
	


.
	1,0



---------------Hết---------------
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