	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
TỈNH YÊN BÁI
	KỲ THI LẬP ĐỘI TUYỂN 
DỰ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT 
NĂM HỌC 2021 - 2022
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(Đề thi có 05 câu, gồm 01 trang)
	Môn thi: TOÁN
Thời gian: 180 phút (không kể giao đề)

	
	Ngày thi: 29/9/2021.



Câu 1. (4,0 điểm)

	Giải hệ phương trình sau trên tập số thực  
Câu 2. (4,0 điểm) 


	Cho dãy số  được xác định bởi  

	Chứng minh rằng dãy  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.
Câu 3. (4,0 điểm) 





















[bookmark: MTBlankEqn]Cho tam giác   vuông tại  và nội tiếp đường tròn  Tiếp tuyến tại  của  cắt đường thẳng  tại   là điểm đối xứng của  qua đường thẳng   là hình chiếu vuông góc của  lên   là trung điểm của  đường thẳng  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai là  Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
Câu 4. (4,0 điểm) 
	1) Một lớp học có 17 học sinh nam và 20 học sinh nữ. Hỏi có tất cả bao nhiêu cách xếp 37 học sinh đó thành một hàng dọc sao cho xuất hiện đúng một cặp nam - nữ mà học sinh nam đứng trước học sinh nữ?
	2) Một dãy phòng có 19 phòng. Ban đầu mỗi phòng có một người. Sau đó cứ mỗi ngày có hai người nào đó được chuyển sang hai phòng bên cạnh nhưng theo hai chiều ngược nhau. Hỏi sau một số ngày có hay không trường hợp mà
		a) không có ai ở phòng thứ tự chẵn.
		b) có 10 người ở phòng cuối.
Câu 5. (4,0 điểm)



	Tìm tất cả các số nguyên tố  sao cho tồn tại các số nguyên dương  thỏa mãn 
.................................Hết.................................
	

	- Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay.
	- Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.
Họ và tên thí sinh:..........................................	  Chữ kí cán bộ coi thi thứ nhất:............................................
Số báo danh:..................................................	  Chữ kí cán bộ coi thi thứ hai:............................................
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Môn thi: TOÁN

	HDC 01
	Thời gian: 180 phút (không kể giao đề)

	
	Ngày thi: 29/9/2021.


HƯỚNG DẪN CHẤM VÀ THANG ĐIỂM
	Câu
	Hướng dẫn chấm
	Điểm

	Câu 1 (4,0 điểm)
	
Giải hệ phương trình sau trên tập số thực 
	


	
	

Ta có  suy ra .





Đặt  ta có , ,  là 3 nghiệm của phương trình .
	1,0

	
	


Đặt  ta có . Với .




Dùng công thức này ta tính được , , . Suy ra .
	1,0

	
	



Vậy , ,  là ba nghiệm của phương trình .

Ta được . 



Phương trình này có các nghiệm , , .
	1,0

	
	

Vậy phương trình có  nghiệm là  và các hoán vị.
	1,0

	Câu 2.
(4,0 điểm)



	

Cho dãy số  được xác định bởi  

Chứng minh rằng dãy  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.
	

	
	
Ta chứng minh 

Thật vậy ta có  


Giả sử  khi đó   nên 



Do đó theo nguyên lý quy nạp thì 
	1,0

	
	

Xét hàm số  trên khoảng 

Ta có 


Do đó hàm số đồng biến trên khoảng 

Mặt khác ta có   
	1,0

	
	
Giả sử 

                                   

Do đó   


Suy ra dãy  là dãy giảm và bị chặn dưới bởi 2 nên dãy  có giới hạn hữu hạn.
	1,0

	
	

Giả sử Từ hệ thức truy hồi  chuyển qua giới hạn ta được:



                 

Vậy  
	1,0

	Câu 3. (4,0 điểm)






























	




















Cho tam giác   vuông tại  và nội tiếp đường tròn  Tiếp tuyến tại  của  cắt đường thẳng  tại   là điểm đối xứng của  qua đường thẳng   là hình chiếu vuông góc của  lên   là trung điểm của  đường thẳng  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai là  Chứng minh  là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
	

	
	[image: ]
	

	
	







Gọi  là đường kính của đường tròn  và  là giao điểm của  và . Ta thấy  nằm cùng phía so với đường thẳng  vì . 



Ta có:  đồng dạng với  . 

Hơn nữa 


Do đó  đồng dạng với 
	1,0

	
	


Gọi  là giao điểm thứ hai của  với 



Ta có  và  cùng thuộc cung nhỏ  


 trùng nhau hay  thẳng hàng.
	1,0

	
	

 thẳng hàng




 là hai tiếp tuyến kẻ từ  của 
	1,0

	
	



Tứ giác  là tứ giác nội tiếp  


Vậy  là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp .
	1,0

	Câu 4.
 (4,0 điểm)
	1) Một lớp học có 17 học sinh nam và 20 học sinh nữ. Hỏi có tất cả bao nhiêu cách xếp 37 học sinh đó thành một hàng dọc sao cho xuất hiện đúng một cặp nam - nữ mà học sinh nam đứng trước học sinh nữ?
2) Một dãy phòng có 19 phòng . Ban đầu mỗi phòng có một người. Sau đó cứ mỗi ngày có hai người nào đó được chuyển sang hai phòng bên cạnh nhưng theo hai chiều ngược nhau. Hỏi sau một số ngày có hay không trường hợp mà
	a) Không có ai ở phòng thứ tự chẵn.
	b) Có 10 người ở phòng cuối.
	

	
	
1) Xét dãy nhị phân sau:  trong đó: có duy nhất một cặp (0;1), 17 chữ số 0 và 20 chữ số 1. Số các dãy nhị phân thỏa mãn là số nghiệm nguyên của hệ phương trình:

		

Số nghiệm nguyên không âm của hệ phương trình là: .
	1,0

	
	Trở lại bài toán:
Coi mỗi chữ số 1 là một học sinh nam, mỗi chữ số 0 là một học sinh nữ.

Do vậy: số cách xếp 37 học sinh thành một hàng dọc sao cho xuất hiện đúng một cặp nam - nữ thỏa mãn nam đứng trước nữ là .
	1,0

	
	2) Đánh số các phòng theo thứ tự 1,2,3,..,19.
	1
	2
	3
	.
	.
	.
	18
	19



Ta đeo cho mỗi vị khách một thẻ ghi số phòng mình đang ở. Gọi  là tổng các số ghi trên thẻ của tất cả các vị khách ở ngày thứ n.


Dễ thấy  là bất biến. Do đó ta có 
	1,0

	
	
a) Vì số người là số lẻ nên nếu không ai ở phòng có số thứ tự chẵn thì  là một số lẻ, vô lý.

b) Nếu có 10 người ở phòng cuối (phòng 19) thì  Vô lý.
	1,0

	Câu 5.
 (4,0 điểm)
	


Tìm tất cả các số nguyên tố  sao cho tồn tại các số nguyên dương  thỏa mãn 
	

	
	

Với  ta có 


Với  ta có 
	1,0

	
	

Ta chứng minh khi  thì không tồn tại các số nguyên dương  thỏa mãn bài ra.



Thật vậy, giả sử ngược lại, chọn  thỏa mãn sao cho  bé nhất.




Do  nên . Khi đó  và .



Do đó  và  đều là bội của .

Suy ra 




Do  hoặc , mà   nên 
	2,0

	
	
Điều này cho ta 




Do đó  trái giả thiết  là số nhỏ nhất. Vậy chỉ có  và  thỏa mãn đề bài.
	1,0


Ghi chú: Thí sinh làm theo cách khác và đúng vẫn cho điểm tối đa.
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