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                                                  MÔN THI: TOÁNĐỀ THI CHÍNH THỨC
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Bài 5. (5 điểm)


Xét hàm số  thỏa mãn  và


 với mọi 



a) Chứng minh rằng tồn tại hằng số  sao cho  với mọi  

b) Tìm tất cả giá trị có thể có của . 

Bài 6. (5 điểm)












Cho tam giác  nhọn không cân, nội tiếp đường tròn  có đường tròn nội tiếp  tiếp xúc với các cạnh  lần lượt tại  Tia  cắt các đường thẳng  lần lượt tại  Đường tròn tâm  đường kính  cắt  tại các điểm  





a) Chứng minh rằng tiếp tuyến tại  của đường tròn  cắt nhau trên đường cao qua đỉnh  của tam giác  và  



b) Chứng minh rằng đường tròn  tiếp xúc với 2 đường tròn  và 

[bookmark: _Hlk54012774]Bài 7. (5 điểm)



Cho  là số nguyên dương thỏa mãn  (hàm Euler) là lũy thừa của  



a) Chứng minh rằng mọi ước nguyên tố lẻ (nếu có) của  đều có dạng  với  


b) Tìm  biết rằng  là số hoàn hảo.
(số hoàn hảo là số bằng với tổng các ước nguyên dương nhỏ hơn nó)

Bài 8. (5 điểm)

Bàn cờ vua “kỳ quặc” cũng là một hình vuông  nhưng vị trí các ô đen trắng không giống bàn cờ vua thông thường mà được sắp xếp thỏa mãn điều kiện: số ô đen trong mỗi cột bằng nhau và số ô đen trong mỗi hàng đôi một khác nhau. 
a) Hỏi số ô đen và số ô trắng trong bàn cờ vua “kỳ quặc” có bằng nhau hay không?
b) Hỏi trong bàn cờ vua “kỳ quặc” có thể có tối đa bao nhiêu cặp ô có chung cạnh và khác màu?
HẾT




ĐÁP ÁN NGÀY THI THỨ HAI


Bài 5. 


Xét hàm số  thỏa mãn  và


 với mọi 



a) Chứng minh rằng tồn tại hằng số  sao cho  với mọi  

b) Tìm tất cả giá trị có thể có của . 
Lời giải. 



a) Thay  ta có  nên   	(0.5đ)


Thay  thì có .



Đổi chỗ  và so sánh, ta được  với mọi . 	(1đ)



Thay  thì được  với mọi  




Đặt  thì nếu  ta có  nên  mâu thuẫn. 

Vì thế  và là hằng số cần tìm.	(0.5đ)

b) Từ đề bài suy ra  (*)	


Thay  ta có  hay


 với mọi    (**)



Do đó, nếu  thì dễ thấy  không thỏa mãn nên 

Khi đó, từ (**), suy ra .	(1đ)


Trong (*), thay  thì  nên 

.	(0.5đ)


Trong (*), thay  thì  nên

.

Suy ra 	(0.5đ)
So sánh với đẳng thức ở trên, ta được 


 với mọi 


Chọn  thì  suy ra 

                                                         (0.5đ)



Với  thì có  thỏa mãn. Vì thế, tất cả các giá trị cần tìm là  	(0.5đ)

Nhận xét. Có thể chứng minh được  là hàm số duy nhất thỏa mãn đề bài. 
Bài 6. 












Cho tam giác  nhọn không cân, nội tiếp đường tròn , có đường tròn nội tiếp  tiếp xúc với các cạnh  lần lượt tại  Tia  cắt các đường thẳng  lần lượt tại . Đường tròn tâm  đường kính  cắt  tại các điểm  





a) Chứng minh rằng tiếp tuyến tại  của đường tròn  cắt nhau trên đường cao qua đỉnh  của tam giác  và  



b) Chứng minh rằng đường tròn  tiếp xúc với 2 đường tròn  và 
Lời giải. 
[image: ]



a) Không mất tính tổng quát, giả sử  và điểm  nằm giữa  















Gọi  là trung điểm  Do tứ giác  nội tiếp nên  nên nếu kéo dài  cắt  ở  thì tam giác  cân và  là trung điểm  Suy ra  nên  Tương tự thì  nên  là tâm của  	(0.5đ)



Gọi L là giao điểm của  Ta có  nên  







Gọi  là hình chiếu của  lên  thì  lại có  nên  chính là phân giác trong, phân giác ngoài của góc   	(0.5đ)
















Vì  thuộc phân giác góc  lẫn trung trực  nên  chính là trung điểm cung nhỏ  của  Giả sử tiếp tuyến tại  của  cắt nhau ở  thì  nên  chính là trung điểm cung lớn  của  từ đó có  nằm trên phân giác ngoài của góc  hay  	(0.5đ)








Theo trên, ta có  Ta lại có  nên  chính là phân giác trong, ngoài của góc  Tương tự với . Từ đó suy ra  chính là tâm nội tiếp, bàng tiếp góc  của tam giác  



Do đó  ∽nên  	(1đ)







b) Ta có trung điểm  của  nằm trên . Chú ý  nên  chính là trung điểm cung nhỏ  của  




Theo câu a)  đẳng giác trong tam giác  nên  tiếp xúc với  	(1đ)







Gọi giao điểm của  với  lần lượt là  thì  Suy ra  Suy ra  với 


Suy ra là tâm đường tròn nội tiếp tam giác  	(1đ)












Khi đó  trong đó là tâm đường tròn bàng tiếp trong góc  của tam giác Suy ra qua phép nghịch đảo đối xứng tâm phương tích thì  biến thành  và  biến thành  nên  tiếp xúc 	(0.5đ)

Bài 7. 



Cho  là số nguyên dương thỏa mãn  (hàm Euler) là lũy thừa của  



a) Chứng minh rằng mọi ước nguyên tố lẻ (nếu có) của  đều có dạng  với  


b) Tìm  biết rằng  là số hoàn hảo.
(số hoàn hảo là số bằng với tổng các ước nguyên dương nhỏ hơn nó)
Lời giải. 


a) Giả sử  với  Theo công thức tính hàm phi Euler, ta có


 với  	(0.5đ)




Dễ thấy rằng khi đó, ta phải có  với mọi ước nguyên tố lẻ  của  vì nếu không thì  vô lý. 	(0.5đ)


Ngoài ra,  cũng phải là lũy thừa của  	(0.5đ)









Đặt  với . Nếu  và  có ước nguyên tố lẻ là  thì đặt  với  thì  chia hết cho , vô lý.





Suy ra  phải là lũy thừa của  và đặt  thì dẫn đến mọi ước nguyên tố lẻ (nếu có) của  thì đều phải có dạng  	(0.5đ)



b) Nếu  thì  không thỏa mãn.	(0.5đ)




Đặt  với  là các ước nguyên tố lẻ tăng ngặt của thì .                      	   (0.5đ)


Nếu  thì  vô lý.   	(1đ)


Nếu  thì  	



Khi  thì  Khi đó 	


Khi  thì  vô lý.	(1đ)

Vậy 

Bài 8. 

Bàn cờ vua “kỳ quặc” cũng là một hình vuông  nhưng vị trí các ô đen trắng không giống bàn cờ vua thông thường mà được sắp xếp thỏa mãn điều kiện: số ô đen trong mỗi cột bằng nhau và số ô đen trong mỗi hàng đôi một khác nhau. 
a) Hỏi số ô đen và số ô trắng trong bàn cờ vua “kỳ quặc” có bằng nhau hay không?
b) Hỏi trong bàn cờ vua “kỳ quặc” có thể có tối đa bao nhiêu cặp ô có chung cạnh và khác màu?
Lời giải. 





a) Do số ô đen trên các hàng là đôi một khác nhau nên tổng số ô đen của bàn cờ bằng  với . Mặt khác do số ô đen trên các cột bằng nhau nên tổng số ô đen trên bàn cờ chia hết cho . Từ đó suy ra  và có tổng cộng  ô đen trên bàn cờ. Vậy số ô đen bằng số ô trắng. 	(1.5đ)





b) Nếu như trên một hàng có  ô đen thì chúng có thể tham gia vào tối đa  cặp ô đen-trắng kề nhau trên hàng đó. Tương tự, nếu như trên một hàng có  ô đen thì số ô trắng là . Suy ra có tối đa  cặp ô đen-trắng kề nhau trên hàng đó. 
Suy ra số cặp ô đen-trắng kề nhau theo hàng không vượt quá 

.	(1.5đ)







Bây giờ ta đánh giá số cặp ô đen trắng kề nhau theo cột. Xét hàng thứ hoặc . Giả sử trên hàng đó có  ô đen. Khi đó hàng trên hay hàng dưới có số ô đen không bằng , tức là số ô trắng không bằng . Suy ra có ít nhất một ô kề với hàng đang xét không tạo thành cặp ô khác màu. Vì số cặp ô kề nhau theo cột bằng  nên số cặp ô khác màu theo cột không quá .

Vậy tổng số cặp ô có chung cạnh và khác màu không vượt quá .	(1đ)

Cuối cùng, ta chỉ ra một cách tô màu để đạt được cặp ô chung cạnh khác màu như sau. Chiến thuật tô là tất cả các ô ở dưới đường chéo chính sẽ tô đen nếu chúng ở hàng chẵn và trắng nếu chúng ở hàng lẻ, còn ở trên đường chéo chính sẽ tô xen kẽ. Tất cả các bất đẳng thức ở đánh giá đều trở thành đẳng thức.	(1đ)
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