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[bookmark: MTBlankEqn]Bài 1. (5 điểm) Cho dãy số xác định bởi  và  . 
Tìm giới hạn

.
Bài 2. (5 điểm)
a) 

Tìm tất cả các số nguyên dương  thỏa  .
b) 


Tìm tất cả các số nguyên dương  thỏa  và .  


Bài 3. (5 điểm) Cho tam giác  nội tiếp đường tròn (O) có B, C cố định (BC không đi qua O), A là điểm thay đổi trên cung lớn . Gọi I, M, N là trung điểm của BC, CA và AB. Đường tròn qua M, tiếp xúc BC tại B và đường tròn qua N, tiếp xúc BC tại C lần lượt cắt IM và IN tại E và F. Gọi D là giao điểm của BE, CF.
a) Chứng minh AD đi qua một điểm cố định.
b) Gọi K là giao điểm của AD với EF. Chứng minh K thuộc một đường tròn cố định.



Bài 4. (5 điểm) Với  nguyên dương, một tập hợp  gồm các số nguyên dương được gọi là “tốt” nếu tồn tại  n  tập hợp  thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau:
· 


Với mọi , các tập hợp  gồm  số nguyên liên tiếp.
· 



Với mọi , nếu đặt  là tổng tất cả các phần tử của  thì 
a) 

Chứng minh rằng nếu  chứa ít nhất một số lẻ thì  là tập hợp tốt.
b) 
Hỏi có bao nhiêu tập con khác rỗng của  là tập tốt?
-------------------HẾT---------------------



ĐÁP ÁN



Bài 4. 
a) 

Ta thấy rằng  sẽ có các phần tử dạng  với tổng là 

.








Đặt  với . Dễ thấy khi  lẻ, ta có ; còn  chẵn thì . Chú ý rằng từ giá trị , ta xác định được duy nhất giá trị của các phần tử trong tập hợp .







Bây giờ giả sử  có chứa  là lẻ, còn  là chẵn, trong đó  Ta chọn  và  thì






Đến đây, chọn  thì thỏa mãn điều kiện  ứng với các số chẵn ; đồng thời tổng .
b) Trước hết, ta sẽ chứng minh nhận xét sau:







Với mỗi tập hợp  gồm toàn các số chẵn, ta gọi  và là số các số  sao cho  Khi đó  tốt khi và chỉ khi  chẵn.



Chứng minh. Đặt Vẫn xét ký hiệu  như trên thì lúc này,  là số lẻ.


Trường hợp 1. Nếu  lẻ thì do định nghĩa của  nên

,

suy ra tổng trên luôn khác 





Trường hợp 2. Nếu  chẵn, để đơn giản, ta đặt  với  và . Ta cần chỉ ra rằng có thể chọn được  sao cho 

.



Tiếp tục đặt  để đưa  số trong  về số lẻ. Khi đó 







Do có  chẵn nên  và ta có thể giả sử  lẻ. Với  chọn  nên

.



Ta viết  với  là hai số lẻ. Chọn  thì

.
Từ đó dễ thấy các chọn này thỏa mãn. Nhận xét đã được chứng minh.
Trở lại với bài toán, 







Từ  thì có  số chẵn và  số lẻ, đặt lần lượt là  Để đơn giản, ta đếm số tập con không tốt của , khi đó tất cả các phần tử của  đều chẵn và có lẻ phần tử mà lũy thừa của  đạt giá trị nhỏ nhất.








Nếu , có  số chỉ chia hết cho  (có số tập con lẻ phần tử là ) và  số chia hết cho  (có số tập con chẵn phần tử là ) nên khi đó, số tập con không tốt là .






Nếu , có  số chỉ chia hết cho  và  số chia hết cho  nên tương tự trên, số tập con không tốt là .
Tương tự như thế, ta tìm được tổng số tập con không tốt là

.
Từ đó, số tập tốt là 
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