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Bài 1. ( 4,0 điểm) 


Cho dãy số  xác định như sau: .

a) Chứng minh dãy số   là dãy số tăng.


b) Với mỗi số nguyên dương n, đặt . Tính  .
Bài 2. ( 5,0 điểm) 



Cho hàm số  thỏa mãn (Kí hiệu  là tập hợp các số tự nhiên khác 0) 

a) Chứng minh rằng: .


b) Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn .
Bài 3. ( 6,0 điểm) 
Cho tam giác nhọn ABC có AB < AC, nội tiếp đường tròn (O), tiếp tuyến tại B, C của đường tròn (O) cắt nhau tại P. Gọi trung điểm của CA, AB lần lượt là M,N. Đường thẳng qua P,  song song  với AO cắt OM, ON tại lần lượt K, L. 
a) Gọi trực tâm tam giác OKL là J. Chứng minh rằng đường thẳng AP đi qua trung điểm của  OJ.
b) Gọi giao điểm thứ hai của AJ và (O) là S. Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác SMN tiếp xúc  với (O).
Bài 4. ( 5,0 điểm) 









Với  là một tập hợp các số thực, ta kí hiệu  là tổng các phần tử thuộc tập hợp. Một tập hợp  gồm các số nguyên dương được gọi là tập hợp “nguyên tố” nếu với mọi tập con  khác rỗng của tập hợp  thì   (trong đó  là ước chung lớn nhất của hai số ).
a) Tìm một tập  hợp “nguyên tố” gồm 6 phần tử.



b)Tìm tất cả các số nguyên dương  để tồn tại  sao cho tập hợp                                                là tập hợp “nguyên tố”.
Họ và tên thí sinh…………………………….…….Số báo danh………………………….……
Cán bộ coi thi thứ 1……………………………….Cán bộ coi thi thứ 2………….….……….…
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HƯỚNG DẪN CHẤM
(Hướng dẫn chấm thi có 06 trang)
I. HƯỚNG DẪN CHUNG
· Lời giải của học sinh cần lập luận chặt chẽ hợp logic. Nếu học sinh trình bày cách làm khác mà đúng thì vẫn cho điểm theo thang điểm tương ứng.
· Điểm toàn bài không làm tròn.
II. ĐÁP ÁN VÀ THANG ĐIỂM
	Nội dung
	Điểm

	

Bài 1. (4,0 điểm). Cho dãy số  xác định như sau: .

	

	
a) Chứng minh dãy số   là dãy số tăng.
1. 
	

	


a) + Chứng minh dãy tăng. Do  nên bằng quy nạp chứng minh được  với mọi 




Xét hiệu    là dãy tăng.

	1,0

	

b) Với mỗi số nguyên dương n, đặt . Tính  .
2. 
	

	





+ Xét hàm số . Khi đó .

Vậy hàm số có một điểm bất động là .

	1,0

	








+ Ta có .

	1,0

	
+ Chứng minh dãy  không bị chặn trên.






Giả sử dãy số  bị chặn trên. Vì dãy tăng và bị chặn nên  để . Khi đó (không thỏa mãn).


Do đó: . Vậy .
	1,0

	
Bài 2. (5,0 điểm) Cho hàm số  thỏa mãn 


	

	
a) Chứng minh rằng: .

	

	
a) Giả sử tồn tại hàm số  thỏa mãn 








Giả sử tồn tại  sao cho . Thay  bởi , thay  bởi  ta được

 (mâu thuẫn).

	1,0

	
b) Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn 

.

	

	
 Giả sử tồn tại hàm số  thỏa mãn 

		 (1)






Kí hiệu  chỉ việc thay bởi  và  bởi  vào 

Theo câu a)  ta có  			(2)




Giả sử tồn tại  sao cho .  Thực hiện  ta được .

Khi đó theo (2), ta có:  (vô lý).

Vậy 					(3).

Từ (3) và (1), suy ra  và 

		 (4)

	1,0

	


Gọi  (phần tử này luôn tồn tại theo nguyên lí cực hạn), khi đó tồn tại  sao cho .


Với mọi , ta có  và 



Như vậy . 
	1,0

	


Từ đây, thấy rằng nếu  thì  với mọi số nguyên dương . Thử lại đúng.






Bây giờ, ta giả sử . Với . Do  và  nên tồn tại số  sao cho . 


Do đó hàm  có dạng (5)

Với  tùy ý.

	1,0

	


Thử lại, giả sử hàm số  có dạng (5), khi đó . Ta lấy  là hai số nguyên dương bất kỳ.



Giả sử . Khi đó , cho nên 


Giả sử . Khi đó 




- Giả sử . Khi đó  do đó , .


- Giả sử . Khi đó 


Do đó  cho nên  thỏa mãn (1).
Vậy hàm số xác định bởi công thức (5) thỏa mãn các yêu cầu của đề bài. 
Ta kết luận: Tất cả các hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài có dạng: 




Với  là một số nguyên dương tùy ý và  tùy ý.
	1,0

	Bài 4. (6,0 điểm) 
Cho tam giác nhọn ABC có AB < AC, nội tiếp đường tròn (O), tiếp tuyến tại B, C của đường tròn (O) cắt nhau tại P. Gọi trung điểm của CA, AB lần lượt là M,N. Đường thẳng qua P,  song song  với AO cắt OM, ON tại lần lượt K, L. 
a) Gọi trực tâm tam giác OKL là J. Chứng minh rằng đường thẳng AP đi qua trung điểm của  OJ.

	

	a) a) Gọi trực tâm tam giác OKL là J. Chứng minh rằng đường thẳng AP đi qua trung điểm của  OJ.

	

	[image: ]
	

	Ta có: ∠PLO=∠NOA=∠C=∠KLO. Tương tự thì: ∠LKO=∠B. Do đó △OKL∼△ABC(g.g). 

	1,0

	Do đó: ∠POK=∠OKL(=∠B)=> OP tiếp xúc (OKL). Gọi G là tâm của (OKL) ta có: OG // BC. Gọi X,R là trung điểm KL, OJ. Ta có: GXRO là hình bình hành=> RX vuông góc AD suy ra RX vuông OP=> R là trực tâm OXP => RP vuông OX.     
	1,0

	Gọi Y là trung điểm BC. Do tam giác OKL đồng dạng tam giác ABC=> ∠XOL=∠YAC=∠PAB mà ∠ONA=90°=> AP vuông OX.
Vậy A,R,P thẳng hàng. Hay điều cần chứng minh.
	1,0

	b) (3 điểm) Gọi AJ cắt (O) tại điểm thứ hai là S. Chứng minh rằng (SMN) tiếp xúc (O).
	

	b)  Bổ đề. Cho tam giác ABC có trung điểm AC,AB là M,N. Gọi đường thẳng qua A song song BC cắt (O) tại P. AD là đường cao tam giác ABC. PD cắt lại (O) tại S khác P. Khi đó: (SMN) tiếp xúc (O). 
[image: ]
Chứng minh. Gọi AT là đường kính, AT cắt BC tại G. Ta có: ∠PST=∠PAT=∠AGD => DGTS nội tiếp. 
Gọi tiếp tuyến tại A của (O) cắt BC tại I ta có: ∠IAD=∠IAB+∠DAB=∠C+∠OAC=∠AGD
=> AI tiếp xúc (AGD).
Xét trục đẳng phương của (DGTS),(O),(ADG) ta có: AI,DG,ST đồng quy tại I.

[bookmark: _GoBack]Gọi trung điểm AI là K. Ta có:  => KS tiếp xúc (O) và (SMN)=> (SMN) tiếp xúc (O)=> đpcm

	1,0

	Quay trở lại bài toán.
[image: ]
Gọi AT là đường kính của (O). Tiếp tuyến tại T cắt AP tại Q. 
Gọi BE, CF là các đường cao của tam giác ABC. H' là hình chiếu của H lên EF. AO cắt EF tại O'.
Ta có: ∠FDH=∠FBH=∠HCE=∠HDE=> HD là phân giác góc FDE.
Tương tự HF là phân giác góc DFE=> H là tâm nội tam giác DEF và A là tâm bàng góc D của tam giác DEF=> H'F=O'E.
Do AP là đối trung của tam giác ABC nên AP đi qua trung điểm EF(tính chất đối song) hay H'O'. 
(Chú ý kết quả cơ bản sau: Cho tam giác ABC ngoại tiếp (I). (I) tiếp xúc BC tại D. K là tiếp điểm bàng tiếp góc A với BC. Khi đó DB=CK hay trung điểm DK và BC là trùng nhau.)
Kẻ tia Ax vuông góc AO. Ta có: Ax // EF // JO=> A(xQ,H'O')=A(xQ,H'O) = -1 = A(xQ,JO) => A,H',J,S thẳng hàng.

	1,0

	Dựng I thuộc (O): AI//BC. 
Ta có: ∠AFH'=∠C=∠ASB=> △AFH'∼△ASB(g.g)
=>(FH’/SB)=(AH’/AB). 
Tương tự: (H'E/SC)=(AH’/AC)
· (SC/SB)=(AC/AB).(H'E/H'F)=(AC/AB).(O'F/O'E)=(IB/IC).(DC/DB) 
Do H’E=O’F và H’F=O’E. Ta có: ∠AEO'=∠ABD=> △AO'E∼△ADB => (O'E/DB)=(AE/AB). Tương tự: (O’F/DC)=(AF/AC)
Do đó chú ý rằng: AICB là hình thang cân thì:
· (AC/AB).(H'E/H'F)=(AC/AB).(O'F/O'E)=(IB/IC).(DC/DB) 
· DB/DC=(IB/IC).(SB/SC)(nếu gọi IS cắt BC tại D’ thì ta có: D’B/D’C=(IB/IC).(SB/SC) do cặp đồng dạng ID’C và SD’B(g.g), và ID’B và CD’S(g.g))
· D trùng D’
·  S,D,I thẳng hàng. 
Áp dụng bổ đề ta có (SMN) tiếp xúc (O).

	1,0

	








Bài 4. (5,0 điểm). Với  là một tập hợp các số thực, ta kí hiệu  là tổng các phần tử thuộc tập . Một tập  gồm các số nguyên dương được gọi là tập “nguyên tố” nếu với mọi tập con  khác rỗng của tập  thì   (trong đó  là ước chung lớn nhất của hai số  ).

	

	a) Tìm một tập “nguyên tố” gồm 6 phần tử.

	

	

1) Xét tập  ta có  là số nguyên tố.


Do đó với mọi  thì . Suy ra A là tập “nguyên tố”.

	2,0

	


b) Tìm tất cả các số nguyên dương  để tồn tại  sao cho tập  là tập “nguyên tố”.

	

	


2) Nếu  thì ta chỉ ra được tập  là tập “nguyên tố” với .


Xét  không là ước của .  

Ta có  

		.

		.



Suy ra tồn tại ước nguyên tố  của  sao cho .
	1,0

	

+) Nếu  thì  


Suy ra  nên tập con  

Thỏa  .

	1,0

	


+) Xét  , khi đó tồn tại  để 


Xét tập  và ..

Vậy  là những giá trị cần tìm.   
	1,0
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