	SỞ GD&ĐT THÁI BÌNH

	KỲ THI THÀNH LẬP CÁC ĐỘI TUYỂN THAM DỰ
KỲ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT
NĂM HỌC 2023 - 2024

	ĐỀ CHÍNH THỨC


	Môn thi: TOÁN HỌC 
Thời gian làm bài: 180 phút (không kể thời gian giao đề)
Ngày thi: 23/09/2023
Đề thi gồm 1 trang, 03 bài


Bài 5 (6,0 điểm) 

Xét tất cả các hàm số  thỏa mãn 


[bookmark: _GoBack]a) Chứng minh rằng khi f  khác hằng thì  f  là một đơn ánh.
b) Tìm tất cả các hàm số  f  thỏa mãn điều kiện bài toán.
Bài 6 (7,0 điểm) 
Cho tam giác [image: ] nhọn không cân, nội tiếp đường tròn [image: ] và ngoại tiếp đường tròn [image: ] với các tiếp điểm trên [image: ] là [image: ] Gọi [image: ] lần lượt là trung điểm [image: ] 
a) Gọi [image: ] là điểm chính giữa cung lớn [image: ] của [image: ] và [image: ] là đối xứng của [image: ] qua trung điểm [image: ] Chứng minh rằng [image: ] vuông góc [image: ] 
b) Gọi [image: ] là điểm chính giữa các cung lớn [image: ] của [image: ] Các đường thẳng qua [image: ] và vuông góc [image: ] lần lượt cắt [image: ] tại [image: ] Chứng minh rằng [image: ] nằm trên một đường thẳng vuông góc với [image: ]
Bài 7 (7,0 điểm) 




   Dùng các viên gạch tetromino gồm  ô vuông con để lát nền nhà  (gồm 2 hàng và  cột) trong đó không có hai viên gạch nào đè lên nhau và tất cả ô vuông của nền nhà đều phải được lát.  Các hình dạng của tetromino được cho ở hình bên dưới (có tất cả  dạng khác nhau):
[image: ]
  a) Chứng minh rằng cách lát thỏa mãn sẽ dùng không quá 6 loại trong các loại gạch trên.
  b) Chứng minh rằng số cách lát gạch thỏa mãn là một số chính phương.
--------------------------- HẾT ---------------------------
· Thí sinh KHÔNG được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay
· Giám thị KHÔNG giải thích gì thêm

	SỞ GD&ĐT THÁI BÌNH

	HƯỚNG DẪN CHẤM 
KỲ THI THÀNH LẬP CÁC ĐỘI TUYỂN THAM DỰ
KỲ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT
NĂM HỌC 2023 - 2024

	
	Môn thi: TOÁN HỌC 
Thời gian làm bài: 180 phút (không kể thời gian giao đề)
Ngày thi: 23/09/2023
Hướng dẫn chấm thi gồm 5 trang

	I.HƯỚNG DẪN CHUNG
1. Giám khảo chấm đúng như đáp án, biểu điểm. 
2. nếu thí sinh có cách trả lời khác đáp án nhưng đúng thì giám khảo vẫn chấm điểm theo biểu điểm của hướng dẫn chấm thi.
3. Giáo khảo không quy tròn điểm thành phần của từng câu, điểm của bài thi.
II.ĐÁP ÁN, BIỂU ĐIỂM


	

Bài 5
	
Xét tất cả các hàm số  thỏa mãn 


a) Chứng minh rằng f  là một đơn ánh.
b) Tìm tất cả các hàm số  f  thỏa mãn điều kiện bài toán.
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a.
	

Ký hiệu     


TH1.  là hàm hằng thì 

TH2.  không phải hàm hằng




Thay  được , vì  không phải hàm hằng nên





Giả sử tồn tại  để  thì thay  vào ta được 




Nếu  thì  với mọi  Khi đó 


Cho  vào phương trình trên suy ra : mâu thuẫn


Vậy  hay
	




1,0

	
	


+Chứng minh  đơn ánh. Giả sử tồn tại các số thực  sao cho 


Nếu  thì 



Nếu  thì lần lượt thay  và  suy ra




Vậy hay  đơn ánh.
	

1,0

	  
b.
	



+Chứng minh  lẻ . Thay  suy ra  hay 


Thay  thì      (2)



Do đó  là hàm chẵn. Thay  ta được 




Thay  bởi  và  được 

Hay  

Suy ra 


Vậy , suy ra  lẻ
	



1,5

	
	


Từ (2), suy ra , nên từ  ta có

Hoán đổi vai trò :  




Vì vậy với  thì  nên 




Vì  lẻ nên . 

KL 
	









2,5




	 
Bài 6

	[bookmark: _Hlk145661733]Cho tam giác [image: ] nhọn không cân, nội tiếp đường tròn [image: ] và ngoại tiếp đường tròn [image: ] với các tiếp điểm trên [image: ] là [image: ] Gọi [image: ] lần lượt là trung điểm [image: ] 
	1. Gọi [image: ] là điểm chính giữa cung lớn [image: ] của [image: ] và [image: ] là đối xứng của [image: ] qua trung điểm [image: ] Chứng minh rằng [image: ] vuông góc [image: ] 
	2. Gọi [image: ] là điểm chính giữa các cung lớn [image: ] của [image: ] Các đường thẳng qua [image: ] và vuông góc [image: ] lần lượt cắt [image: ] tại [image: ] Chứng minh rằng [image: ] nằm trên một đường thẳng vuông góc với [image: ]
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	Bài
	Nội dung
	Điểm

	
























a
	[image: ]
	

	
	6.a. (3,0 điểm)
Kẻ DA’ vuông góc với EF, A’ thuộc AA2
Kẻ đường kính [image: ] của đường tròn [image: ]. Gọi [image: ] là trung điểm của [image: ]. 
Do [image: ] là đường trung bình của tam giác [image: ] nên [image: ] cũng là trung điểm của [image: ]
Do đó tứ giác [image: ] là hình bình hành [image: ]
Mà [image: ] nên [image: ]. Suy ra [image: ]
	0,75

	
	Kết hợp với [image: ] (cùng vuông góc với [image: ]) ta suy ra tứ giác [image: ] là hình bình hành [image: ] và [image: ]. 
Khi đó tứ giác [image: ] là hình bình hành. Do đó [image: ]  (1)
	0,75

	
	
Mặt khác, gọi [image: ] thì dễ dàng chứng minh được  là trung điểm của [image: ]. Do đó [image: ] hay [image: ]  (2)
Từ (1) và (2) suy ra [image: ] thẳng hàng
	0,75

	
	Xét tam giác [image: ] có [image: ] (do [image: ] vì cùng vuông góc với [image: ]) nên [image: ] là trực tâm của tam giác [image: ]. 
Suy ra [image: ] hay [image: ]
	0,75

	
	6b. (4,0 điểm)
Định nghĩa [image: ] tương tự [image: ] Cho [image: ] lần lượt cắt [image: ] tại [image: ] Vì [image: ] nên [image: ] là đối xứng của [image: ] qua các trung  điểm của [image: ] 
Kí hiệu [image: ] lần lượt là đường tròn đường kính [image: ] và [image: ] lần lượt là tâm các đường tròn [image: ]
Suy ra [image: ] lần lượt là trung điểm các đoạn [image: ]
	1

	b.(4,0 đ)

	Kẻ các đường cao [image: ] của tam giác [image: ]
Dễ thấy [image: ] là trực tâm tam giác [image: ] và [image: ]
Ta có [image: ] nên [image: ]  (1)
Gọi [image: ]. Do [image: ] nên [image: ]
Suy ra [image: ], với [image: ] là bán kính của đường tròn [image: ]
Chứng minh tương tự ta cũng có [image: ]   (2)
	1

	
	Từ (1) và (2) suy ra [image: ] là trục đẳng phương chung của ba đường tròn [image: ]. Do đó 3 điểm [image: ] cùng nằm trên đường thẳng [image: ] vuông góc với [image: ]
Gọi [image: ]. Do [image: ] là hai đường trung tuyến của tam giác [image: ] nên [image: ] là trọng tâm của tam giác [image: ]
Mà [image: ] nên [image: ]. 
Suy ra [image: ] là trọng tâm của tam giác [image: ]
	1

	
	Chứng minh tương tự ta cũng có [image: ] cũng đi qua trọng tâm [image: ] của tam giác [image: ]
Ta có [image: ] và 3 điểm [image: ] cùng nằm trên đường thẳng [image: ] nên [image: ] cùng nằm trên đường thẳng [image: ] và [image: ]
Mà [image: ] nên [image: ] hay 3 điểm [image: ] cùng nằm trên đường thẳng vuông góc với [image: ]
	1


	Bài 7
	



Dùng các viên gạch tetromino gồm  ô vuông con để lát nền nhà  (gồm 2 hàng và  cột) trong đó không có hai viên gạch nào đè lên nhau và tất cả ô vuông của nền nhà đều phải được lát.  Các hình dạng của tetromino được cho ở hình bên dưới (có tất cả  dạng khác nhau):
[image: ]
a) Chứng minh rằng cách lát thỏa mãn sẽ dùng không quá 6 loại trong các loại gạch trên.
b) Chứng minh rằng số cách lát gạch thỏa mãn là một số chính phương.

	7

	

	a) Chứng minh rằng cách lát thỏa mãn sẽ dùng không quá 6 loại trong các loại gạch trên.
	2

	
	
  Trước hết, ta đánh số các hình từ 1 đến 19 theo thứ tự từ trái sang phải, trên xuống dưới. Rõ ràng các hình có chiều cao hơn  thì không thể sử dụng được nên còn 10 dạng.

Bây giờ giả sử có cách lát thỏa mãn mà dùng một trong các viên gạch chữ  (số thứ tự 1, 13, 14, 16) thì xét viên gạch cuối cùng như thế. Ta thấy rằng phần nền nhà còn lại có 2 hàng ngang ở trên và dưới sẽ chênh lệch nhau 1 ô, tức là khác tính chẵn lẻ. Trong khi đó: các chữ còn lại được dùng thì đều có chênh lệch giữa hai hàng là chẵn ô, cụ thể là:
· 
Gạch  thì chênh lệch 0.
· 
Gạch  thì chênh lệch 4.
· 

Gạch chữ  thì chênh lệch   
Do đó, một khi có dùng một trong các viên gạch thứ tự 1, 13, 14, 16 thì không thể phủ kín được và ta chỉ có thể dùng các loại gạch thứ 7, 8, 10, 17, 18, 19, tức là không quá 6 loại.
	

	
	
b) Chứng minh rằng số cách lát gạch thỏa mãn là một số chính phương.
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Gọi số cách lát nền nhà kích thước  là  ta sẽ tìm công thức truy hồi cho  



Nếu viên gạch đầu tiên là  thì phần còn lại là nền nhà  nên số cách là  



Nếu viên gạch đầu tiên là  thì phải ó 1 viên khác đặt song song với nó, phần còn lại là nền nhà  nên số cách là  
	1


	
	




Còn nếu viên đầu tiên là chữ  nó sẽ tạo thành một dãy liên tiếp gồm chữ  và chữ  phủ kín một bảng con  nào đó với  Mỗi bảng như thế sẽ có 2 cách lát (tùy thuộc vào viên đầu tiên quay xuống hay quay lên).
	
	
	
	
	
	
	
	
	...

	
	
	
	
	
	
	
	
	



	1

	
	

Từ đó có công thức truy hồi     với mọi 
Ta biến đổi lại

  và

.
	1

	
	
Trừ từng vế, ta được  nên ta được


 với  





Chú ý rằng  nên ta sẽ chỉ ra rằng  với  là dãy Fibonacci xác định bởi  và  
	1

	
	

Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp, giả sử đã có  với mọi  Ta có :

.


Quy nạp hoàn tất và với mọi  thì số cách lát gạch  là số chính phương.
	1
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