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[bookmark: _GoBack]HƯỚNG DẪN CHẤM
A. HƯỚNG DẪN CHẤM
	- Nếu học sinh giải theo cách khác đáp án mà bài giải vẫn đúng thì giám khảo xem xét cho điểm tương ứng.
	- Điểm số toàn bài, mỗi câu, mỗi ý không làm tròn, giám khảo có thể thống nhất đáp án chia các ý đến 0,25 điểm.
B. ĐÁP ÁN – BIỂU ĐIỂM





[bookmark: MTBlankEqn]Câu 5 (6,0 điểm). Cho số tự nhiên  và các số thực . Chứng minh rằng tồn tại số  sao cho  với mọi .
Hướng dẫn chấm
	Nội dung
	Điểm

	
Để chứng minh yêu cầu bài toán, ta sẽ chỉ ra rằng với mọi , 

 (*) .
	0,5

	


Bổ đề: Cho , khi đó  với mọi . 


Chứng minh: Giả sử tồn tại  sao cho . 

Khi đó,  và



, suy ra ;



, suy ra  (mâu thuẫn).
Vậy bổ đề được chứng minh.
	2,0

	
Ta chứng minh (*) bằng qui nạp theo .

+ Trường hợp . Hiển nhiên (*) đúng.
	0,5

	

+ Giả sử (*) đúng với , ta chứng minh (*) đúng với . 

Với mọi , ta có



Theo giả thiết qui nạp,  nên ta có 

.
Áp dụng bổ đề trên, ta có 

.

Vậy (*) đúng với . Ta có điều phải chứng minh. 
	3,0








[bookmark: _Hlk174195151]Câu 6 (7,0 điểm). Xét lưới ô vuông . Trên lưới ô vuông đó luôn có ít nhất một trong hai loại rắn là rắn đỏ và rắn lục. Rắn đỏ có chiều dài bằng  sẽ chiếm giữ  ô vuông nằm ngang liên tiếp và không chiếm giữ ô vuông nào khác; rắn lục có chiều dài bằng  sẽ chiếm giữ  ô vuông nằm dọc liên tiếp và cũng không chiếm giữ ô vuông nào khác ( là số nguyên dương nhỏ hơn hoặc bằng 2024). 
Biết trên lưới ô vuông luôn có ít nhất một con rắn và thoả mãn đồng thời các điều kiện dưới đây:
	i) Không  có ô vuông nào được chiếm giữ bởi nhiều hơn 1 con rắn.
	ii) Nếu có một ô vuông trong lưới ở ngay bên trái hoặc ngay bên phải con rắn đỏ thì ô vuông đó bị chiếm giữ bởi một con rắn lục.
	iii) Nếu có một ô vuông trong lưới ở ngay bên trên hoặc ngay bên dưới con rắn lục thì ô vuông đó bị chiếm giữ bởi một con rắn đỏ.

Gọi  là tổng bình phương chiều dài các con rắn trong lưới ô vuông.



a) Chứng minh tồn tại cách sắp xếp các con rắn trên lưới ô vuông này sao cho giá trị của  là hoặc .

b) Tìm giá trị nhỏ nhất của .
 Hướng dẫn chấm
	Nội dung
	Điểm

	

a) Với trường hợp =, ta xếp 506 con rắn đỏ có chiều dài 2024 nằm ngang ở 506 hàng bất kì thì thoả mãn.
	1,0

	


Với trường hợp = nên ta sẽ xếp 2 con rắn đỏ có chiều dài  nằm ngang song song với nhau sao cho có 45 hàng ở giữa 2 con rắn, xếp tiếp 2023 con rắn lục có chiều dài là 45 nằm dọc giữa 2 con rắn đỏ đó ở 2023 cột bất kì. Xếp 503 con rắn đỏ còn lại có chiều dài 2024 ở các hàng bất kì còn lại. Cách sắp xếp như vậy thoả mãn điều kiện bài toán.
	1,0

	b) Ta định nghĩa con rắn B chặn con rắn A khi là 1 trong 2 tình huống sau:
Tình huống 1: rắn A là rắn lục nằm dọc mà có rắn B là rắn đỏ chiếm giữ ô nằm ngay bên trên hoặc ngay bên dưới trong lưới ô vuông. 
Tình huống 2: rắn A là rắn đỏ nằm ngang mà có rắn B là rắn lục chiếm giữ ô nằm ngay bên trái hoặc ngay bên phải trong lưới ô vuông.
Mỗi ô vuông trong lưới đều có ít nhất một con rắn gần ô đó nhất. 
(Với mỗi ô vuông, con rắn gần nó nhất là con rắn chiếm ô mà độ đường đi dọc theo hàng và cột của bảng từ ô đó tới ô con rắn chiếm là ngắn nhất)
Ta định nghĩa “lãnh thổ” của một con rắn là tập hợp các ô vuông trên lưới bị nó chiếm giữ hoặc thoả mãn điều kiện ô đó không bị chiếm và có khoảng cách gần với con rắn đó nhất. 
Diện tích lãnh thổ của một con rắn là số ô vuông là lãnh thổ của nó.


Do nó là một lưới ô vuông , không mất tính tổng quát ta xét phần lãnh thổ của rắn lục L có chiều dài :

Trường hợp 1: con rắn lục đó chiếm cả ô trên cùng và dưới cùng của một cột 2024 ô.



Khi đó tức là , diện tích lãnh thổ của một con rắn không vượt quá nên diện tích lãnh thổ của con rắn này không vượt quá .

Trường hợp 2: con rắn lục L có chiều dài là  chỉ chiếm ô trên cùng nhưng không chiếm ô dưới cùng trên một cột 2024 ô.
[image: ]

Xét mô hình minh hoạ trên, do L bị chặn bởi một con rắn đỏ nằm ngay bên dưới, vì thế lãnh thổ của nó bao gồm các ô nó chiếm giữ, một số ô ở bên trái nó và một số ô ở bên phải nó nhưng không có các ô bên dưới. Số các ô bên phải là lãnh thổ của nó tối đa đạt  là các ô màu xanh khi con rắn đỏ chặn nó dài quá k ô sang bên phải nó (Vì các ô màu xám xung quanh đó có khoảng cách gần con rắn đỏ hơn).
Mặt khác, để một ô màu xám là lãnh thổ của nó là khi ô đó là lãnh thổ của 4 con rắn trong mô hình dưới đây.
[image: ]

Nhưng trong tình huống này bên phải con rắn ít hơn  ô vuông. 


Lập luận tương tự, bên trái con rắn không vượt quá  ô vuông. Như vậy tổng diện tích lãnh thổ của con rắn trong tình huống này không vượt quá 
Trường hợp 3: Trường hợp 3: con rắn L chiếm một ô dưới cùng nhưng không chiếm ô trên cùng trong một cột.


Chứng minh tương tự trường hợp 2, diện tích lãnh thổ của một con rắn có chiều dài  không vượt quá .

Trường hợp 4: con rắn L có chiều dài  không chiếm ô trên cùng hay dưới cùng.

Lập luận tương tự trường hợp 2 cho cả 2 con rắn chặn ngay bên trên và ngay bên dưới con rắn, diện tích phần lãnh thổ của L cũng không thể vượt quá .


Ở cả 4 trường hợp, lãnh thổ của một con rắn có chiều dài  không vượt quá . 

Vì toàn bộ lưới ô vuông được chia thành lãnh thổ của các con rắn trên lưới nên tổng số ô trong tất cả các lãnh thỗ luôn không nhỏ hơn số ô có trong bảng nên ta suy ra . Dấu bằng xảy ra, ví dụ như ở trường hợp trên lưới có 1 con rắn lục có chiều dài 2024, cấu hình này thoả mãn các điều kiện bài toán.

Vậy giá trị nhỏ nhất của S là . 
Chú ý: không chia barem vì tính thống nhất trong tư duy ý b.
	5,0






















Câu 7 (7,0 điểm). Cho tam giác  nội tiếp đường tròn () và có trực tâm . Gọi  là trung điểm đoạn thẳng . Gọi  lần lượt là hình chiếu vuông góc của  xuống . Gọi  lần lượt là điểm đối xứng với  qua . Tiếp tuyến tại  và  của đường tròn cắt nhau tại , tiếp tuyến tại  và  của đường tròn  cắt nhau tại .


a) Chứng minh cùng nằm trên một đường thẳng vuông góc với . 











b) Gọi  là đường tròn ngoại tiếp tam giác có ba đỉnh là  và giao điểm hai tiếp tuyến tại  của đường tròn (). Định nghĩa các đường tròn ,  tương tự như . Chứng minh rằng tâm đẳng phương của ba đường tròn ,, nằm trên đường thẳng . 
Hướng dẫn chấm
	Nội dung
	Điểm

	[image: ]
	

	

a) Ta có  nằm trên đường thẳng  (theo định lý Brocard) .  
	0,5

	


 lần lượt là các điểm đối xứng với  của  






Gọi  là giao điểm của  và ,  là giao điểm của và .



Ta có  vì là đường thẳng đối cực của điểm  với đường tròn (theo định lý Brocard).          
	1,0

	

Áp dụng định lý Pascal với bộ 6 điểm  ta được  thẳng hàng.








Mặt khác   nên  là tâm đường tròn ngoại tiếp suy ra  là trung điểm của  mà  là trung điểm của   nên .

Như vậy .               
	1,0

	






b) Gọi giao điểm của 2 tiếp tuyến của tại  là , định nghĩa tương tự cho Gọi giao điểm của  và  là .


Có  .



Gọi  lần lượt là giao điểm của  với .


Có  nên tứ giác  nội tiếp
	1,0

	







 Vì thuộc trung trực của  nên  thuộc . Do đường tròn  và đường tròn đường kính  tiếp xúc tại  nên 




  thuộc trục đẳng phương của   và .
	0,5

	







Chứng minh tương tự  là giao điểm  và  cũng thuộc trục đẳng phương của   và . Do đó  là trục đẳng phương của   và .









Chứng minh tương tự, ta được:  là trục đẳng phương của   và và  là trục đẳng phương của  và  nên  nằm trên trục đẳng phương của  và 
	0,5

	







Tiếp tuyến của  tại  cắt , lần lượt tại .Theo chứng minh tương tự câu a thì  lần lượt thuộc  và .



Tứ giác  nội tiếp 
	1,0

	



 suy ra là  trục đẳng phương của   và .





Chứng minh tương tự lần lượt là trục đẳng phương của  và , và .



Như vậy , đồng quy tại 1 điểm gọi là .
	0,5

	











Mà  nên tồn tại phép vị tự tâm tỉ số  biến  thành mà  là tâm nội tiếp của ,  tâm nội tiếp của , nên phép vị tự này biến thành này biến  thành . Suy ra  thẳng hàng.  
	1,0
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