HƯỚNG DẪN CHẤM THI
( Hướng dẫn chấm thi gồm 08 trang)
I. Hướng dẫn chung
1. Thí sinh làm bài không theo cách nêu trong đáp án nhưng đúng thì vẫn cho đủ điểm số từng phần như Hướng dẫn chấm thi quy định. Tổ chấm thi thảo luận và thống nhất thang điểm chấm cho những bài có cách giải khác với đáp án trong Hướng dẫn chấm thi và ghi thành biên bản chấm thi.
2. Việc chi tiết hóa điểm số trong từng câu (nếu có) trong Hướng dẫn chấm thi phải bảo đảm không làm sai lệch Hướng dẫn chấm thi và phải được sự thống nhất, thông qua biên bản của Tổ chấm.
3. Điểm từng câu và toàn bài không làm tròn (tính đến 0,25 điểm).
II Đáp án và thang điểm
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	Câu 1
(5 điểm)
	


Với số thực  xét dãy số  xác định bởi  và


 với  




a) Với  chứng minh rằng tồn tại  để có  với mọi  




b) Với  xét dãy số  xác định bởi . Chứng minh rằng  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

	
	





a) Với  ta có  với  Ta sẽ chỉ ra rằng  thỏa mãn. Thật vậy, viết  thì  nên bằng quy nạp, ta chỉ ra được 


 với mọi 
	1,0

	
	

Từ đó, giả sử rằng tồn tại  để  thì ta có


 với  hay 

. 

Điều này không thể xảy ra vì vế trái là số nguyên, do đó, điều giả sử là sai và ta luôn có 
	1,0

	
	
b) Trước hết, ta có kết quả quen thuộc là . Xét hàm số


 với  thì

.


Do đó  đồng biến trên .
	1,0

	
	

Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra rằng dãy đã cho bị chặn bởi  Thật vậy, với  thì khẳng định đúng.


Giả sử đã có  ta có  và vì tính đồng biến, ta có


 vì  và

.

Do đó, ta cũng có  Theo nguyên lý quy nạp thì khẳng định được chứng minh.
	1,5

	
	

Từ đó ta có  mà  nên theo nguyên lý kẹp, ta có 


	0,5

	Câu 2:
 (5 điểm)
	




Xét  tam thức bậc hai  thay đổi sao cho mỗi số thuộc tập hợp  đều là nghiệm của một tam thức nào đó.

a) Hỏi trong các hệ số , có nhiều nhất bao nhiêu số lẻ?

b) Tìm giá trị lớn nhất của tổng . 

	
	



 a) Theo giả thiết, tất cả  tam thức bậc hai đều có các nghiệm đôi một phân biệt thuộc  Xét tam thức bậc hai  có hai nghiệm là  thì theo định lý Viete, ta có


 và .

Suy ra .
	0,5

	
	








Nếu một trong hai số  chẵn thì tích  cũng chẵn; còn nếu cả hai cùng lẻ thì  chẵn nên  cũng chẵn. Từ đó, ta thấy với mọi , đại lượng  luôn chẵn. Do đó, nếu trong các số  có nhiều hơn  số lẻ thì theo nguyên lý Dirichlet, sẽ có hai số sẽ cùng là hệ số của một tam thức bậc hai nào đó, dẫn đến tích của chúng là lẻ, mâu thuẫn với nhận xét trên. Suy ra số lượng số lẻ không vượt quá 
	1,0

	
	





Xây dựng: với các tam thức thứ , ta chọn các cặp nghiệm lần lượt là  còn các tam thức thứ  ta chọn các cặp nghiệm lần lượt là  Khi đó, tất cả các giá trị  đều lẻ, tức là có  số lẻ.
	0,5

	
	






b) Trước hết, xét bộ tam thức bậc hai mà  đạt được giá trị lớn nhất, ta quan tâm đến tích các cặp nghiệm của mỗi tam thức. Giả sử rằng trong đó, có một tam thức nhận hai nghiệm trái dấu  với ; còn lại  số âm và  số dương không thể ghép thành các cặp cùng dấu được nên có một tam thức nữa cũng nhận hai nghiệm trái dấu  với . 



Ta đổi chỗ  thì  nên tổng mới  mâu thuẫn. Vì thế mỗi tam thức đều có các nghiệm cùng dấu.
	1,0

	
	


Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra  phải cùng là nghiệm của một tam thức. Giả sử ngược lại, ta có  là các cặp nghiệm của hai tam thức nào đó với  Khi đó, thực hiện đổi chỗ 





thì  thì có tổng lớn hơn, cũng mâu thuẫn. Do đó, phải có  thuộc cùng tam thức. Lập luận tiếp với các cặp  và các cặp số âm một cách tương tự. 
	1,5

	
	

Vì thế nên đạt được cũng với bộ  tam thức bậc hai ở câu a).
	0,5

	Câu 3: 
(5 điểm)  
	







Cho tam giác  nhọn, không cân, có  lần lượt là hình chiếu của  lên  Dựng các hình bình hành  và . Gọi  là tâm đường tròn ngoại tiếp của tam giác  




a) Chứng minh rằng góc  bằng  khi và chỉ khi  thuộc  





b) Cho  cắt  ở  chứng minh rằng  tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác  

	
	[image: ]
	

a) Đầu tiên, giả sử  thì do  là hình bình hành nên 

, 
mà ta cũng có 

 

các điểm nên . 




Vì  nên  là đường kính của  hay  
	1,0

	
	
	







Tiếp theo, giả sử  Ta biết rằng trung điểm  của  thì cách đều  (do là tâm của đường tròn đường kính ), mà  nên phải có . Do đó, . 
Khi đó, ta có ngay



hay
	1,0

	
	[image: ]

	
	





b) Vì các hình bình hành, ta có  nên  do hai tam giác  đồng dạng. Tiếp theo, ta có  nên . Theo định lý sin trong tam giác  thì

.
	1,0

	
	
Tương tự thì . Do đó, ta có:

.
	1,0

	
	Từ đó suy ra 

.


Từ đó taa có ngay  tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác  
	1,0

	Câu 4:
(5 điểm)
	
Trên bàn cờ hình vuông kích thước  được chia ra thành các ô vuông, có hai loại quân cờ là: cờ xanh và cờ đỏ. Quân cờ xanh có thể di chuyển sang ô có chung đỉnh với nó, về một trong các phía: phải, trên hoặc chéo lên trên (xem hình bên trái), quân cờ đỏ có thể di chuyển sang ô có chung đỉnh với nó, về một trong các phía: phải, trên hoặc chéo xuống dưới (xem hình bên phải).




a) Với  đếm số đường đi của một quân cờ xanh, xuất phát từ ô góc dưới bên trái lên ô ở góc trên bên phải của bàn cờ.



b) Chứng minh rằng với mọi  quân cờ đỏ không thể xuất phát từ một ô  nào đó, di chuyển qua mỗi ô đúng một lần và kết thúc tại ô nằm kề ngay bên trên ô  

	
	









a) Ký hiệu  là tọa độ của ô ở hàng  cột  tính từ trái sang và dưới lên. Gọi  là số cách đi từ ô  đến ô  Theo cách di chuyển của quân cờ, ta thấy rằng với  hoặc  thì chỉ có đúng một cách di chuyển đến nên  với mọi .



Còn nếu  thì quân cờ có thể đến được ô  từ một trong các ô  nên ta có ngay


 với 
	1,0

	
	Từ công thức trên, ta có thể điền vào bảng bên dưới mô tả cho số cách đi từ ô xuất phát đến vị trí tương ứng:
	1
	13
	85
	377
	1289
	3653
	8989

	1
	11
	61
	231
	681
	1683
	3653

	1
	9
	41
	129
	321
	681
	1289

	1
	7
	25
	63
	129
	231
	377

	1
	5
	13
	25
	41
	61
	85

	1
	3
	5
	7
	9
	11
	13

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1



Qua bảng này, ta thấy rằng số cách đi cần tìm chính là  
	1,5

	
	



b) Giả sử ban đầu, quân cờ đỏ nằm ở ô có tọa độ  thì khi kết thúc, nó sẽ ở ô  Ta gọi  lần lượt là số lần mà quân cờ đi lên, đi ngang và đi chéo. Khi đó 
	0,5

	
	Từ việc xét chênh lệch về tọa độ ngang – dọc, ta có ngay

 

nên . Do đó, ta có 


 hay . 
	1,5

	
	



Đẳng thức cuối không thể xảy ra vì  chia  chỉ có thể có số dư là  hoặc  Từ đó ta thấy quân cờ không thể có di chuyển được như đã mô tả.
	0,5

	Câu 5:
(6 điểm)
	





Với mỗi đa thức  hệ số thực, ký hiệu  là tổng hệ số bậc chẵn của  Ngoài ra, đa thức  được gọi là monic nếu hệ số bậc cao nhất của  bằng  




a) Cho  monic có  và , tính  





b) Tìm tất cả các giá trị của  nguyên dương sao cho với đa thức  monic có  và  thì  là một số nguyên lẻ.

	
	

a) Ta có kết quả quen thuộc: tổng hệ số bậc chẵn của  là 
	0,5

	
	
Theo định lý Bezout thì  nên

 và

.
	1,0

	
	
Vì thế nên .
	0,5

	
	
b) Tương tự trên, ta cũng có  nên


 và .

Do đó .
	1,5

	
	


Để  là số nguyên lẻ thì , ta sẽ dùng công thức Legendre để đánh giá đại lượng này. Cụ thể là với mọi  là số nguyên tố thì 




 với  là tổng chữ số của  trong hệ phân.
	1,0

	
	Khi đó


	1,0

	
	







Chú ý rằng  nên ta có ngay  nên cần có  hay trong biểu diễn nhị phân của  chỉ có đúng  chữ số , điều này có nghĩa là  với  



Vậy tất cả các số  cần tìm là  với 
	1,0

	Câu 6:
(7 điểm)
	
Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn


 với mọi .

	
	




Giả sử có  để . Trong đề, thay  và so sánh, ta có ngay  Suy ra  đơn ánh.
	0,5

	
	

Trong đề, thay  ta có  nên

.



Từ tính đơn ánh, ta có  hay  với mọi 



Thay  ta có , vì tính đơn ánh nên . 
	1,0

	
	






Thay  vào đề, ta có  nên  toàn ánh trên , mà  lẻ nên  toàn ánh trên  
	0,5

	
	

Thay  vào đề bài, ta có  nên 


                                    với mọi             (1)


Trong (1), thay  ta có 



Thay  vào đề bài, ta có  mà  lẻ nên

                                     . 		   (2)



Thay  vào (2) thì  với mọi . 	 (3)







Từ (1), (3) suy ra  hay  với mọi  Mà  lẻ nên  với mọi . Do đó, từ , suy ra 


                                             với mọi 	  (4)
	2,0

	
	


[bookmark: _GoBack]Trong đề bài, thay  ta có , suy ra , theo (2).



Thay   với mọi  	 (5)
	1,0

	
	



Trong (5), thay  ta có  với mọi  Trong (5), thay  thì 

.



Suy ra , với  thì . 


Khi đó, với mọi  thì  và

.




Từ đó , dùng tính đơn ánh, ta có  với mọi  Do đó,  cộng tính.
	1,0

	
	
Trong (4), thay  ta được             


 hay .    (6)




Do tính đơn ánh nên . Trong (6), thay  với , có  nên theo (4) thì



 hay  với mọi  







Trong (6), thay ,  nên  Kết hợp với (2) được  hay   và có được ngay  với mọi  

Thử lại ta thấy hàm số này thỏa mãn, vậy nên  là hàm số cần tìm. 
	1,0

	Câu 7:
(7 điểm)
	












Cho tam giác  không cân có đường tròn nội tiếp  tiếp xúc với  ở  và các điểm  theo thứ tự thay đổi thuộc các đoạn thẳng  sao cho  Gọi  lần lượt là các hình chiếu của  lên các đường thẳng  và  Ký hiệu  là đường tròn đường kính .



a) Chứng minh rằng đường tròn  ngoại tiếp tam giác  là cố định khi  thay đổi.








b) Gọi  là giao điểm của  và trục đẳng phương của hai đường tròn  Gọi  là giao điểm của  và  Chứng minh rằng  tiếp xúc với đường tròn  

	
	[image: C:\Users\Admin\Downloads\6.png]

	
	

a) Tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính  nên 



Tương tự .
	1,0

	
	

Mà  có 


Suy ra  thuộc đường tròn  

	1,0

	
	




b) Gọi  lần lượt là tiếp điểm của  lên  Bằng biến đổi góc, ta có các bộ ba điểm  và  là thẳng hàng.
	1,0

	
	






Gọi  lần lượt là trung điểm  thì  và  nên dễ thấy  đều thuộc cả hai đường tròn . Do đó,  chính là trục đẳng phương của hai đường tròn này. 






Lại có  là trục đẳng phương của  nên  chính là tâm đẳng phương của cả ba đường tròn  Ta cũng có  đi qua   
	1,5

	
	






Gọi  thì vì  là đường trung bình của tam giác  nên  chia đôi đoạn  hay nói cách khác,  là trung điểm của đoạn 
	1,0

	
	[image: C:\Users\Admin\Downloads\7.png]

	
	













Gọi  là giao điểm khác  của  và  thì  là tứ giác điều hòa. Khi đó,  tiếp xúc với  và  Vì  là đường kính của  nên  kéo theo  Đồng thời,  cũng chính là trung điểm của  Suy ra 




hay đường thẳng  tiếp xúc với đường tròn  
	1,5
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