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Câu 1 (6,0 điểm) 





Xét  là đa thức bậc s, khác đa thức hằng với hệ số nguyên và k là số nguyên dương bất kì. Khi đó, tồn tại vô hạn số nguyên dương n sao cho  có thể viết được dưới dạng , trong đó  là các số nguyên thỏa mãn điều kiện 
1) [bookmark: _GoBack]Chứng minh khẳng định trên trong trường hợp s = 1.
2) Chứng minh khẳng định trên trong trường hợp s > 1.
Câu 2 (7,0 điểm) 








Cho n là một số nguyên dương, kí hiệu tập hợp . Một phép thế trên tập hợp  là một song ánh từ  vào chính nó. Một quỹ đạo của x đối với  là tập , chúng ta cũng có thể viết một quỹ đạo dưới dạng  với k là số nguyên dương nhỏ nhất thỏa mãn . 




Ví dụ, xét n = 7 và phép thế  có 3 quỹ đạo là ,  và . 


Kí hiệu  là số phép thế của  với chính xác k quỹ đạo. 
1) 
Chứng minh rằng các số  thỏa mãn quan hệ truy hồi sau

.
2) 





Đặt  với mọi  Chứng minh rằng hệ số của số hạng chứa , với , trong khai triển đa thức  là 
3) 


Giả sử n là số nguyên dương chẵn. Phép thế  được gọi là đẹp nếu tồn tại phần tử  sao cho  Chứng minh rằng số phép thế đẹp nhiều hơn số phép thế không đẹp.


Câu 3 (7,0 điểm) 







Cho tứ giác lồi ABCD thỏa mãn  Kí hiệu đường tròn nội tiếp các tam giác ABC và ADC lần lượt là  và . Giả sử rằng tồn tại đường tròn  tiếp xúc với tia đối của tia AB, tia đối của tia CB và cũng tiếp xúc với các đường thẳng AD và CD. Chứng minh rằng các đường tiếp tuyến chung ngoài của hai đường tròn  và  giao nhau trên đường tròn .
===== Hết =====
Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính bỏ túi. Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.
Họ và tên thí sinh :.........................................................Số báo danh :.........................................






















ĐÁP ÁN ĐỀ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN DỰ THI HSGQG
Ngày thi thứ 2
	C 1
(6đ)
	



Xét  là đa thức bậc s, khác đa thức hằng với hệ số nguyên và k là số nguyên dương bất kì. Khi đó, tồn tại vô hạn số nguyên dương n sao cho  có thể viết được dưới dạng , trong đó 
1) Chứng minh khẳng định trên trong trường hợp s = 1.
2) Chứng minh khẳng định trên trong trường hợp s > 1.

	

	
	

1) Giả sử . Bởi định lý số dư Trung Hoa hệ phương trình  có nghiệm.  
	1đ

	
	


Đặt , ta tìm được  là một bội của .
	1đ

	
	


2) Không giảm tổng quát ta có thể giả sử đa thức  có hệ số cao nhất là dương. Chú ý rằng  với là đa thức với hệ số nguyên. 
	1đ

	
	

Đặt , do đó ta có . Suy ra

.
	1đ

	
	


Ta có bậc của các đa thức trên lần lượt là . Do  nên . Vậy với t đủ lớn ta có

.
	1đ

	
	
Xét . Đặt 


Ta thu được bài toán.
	1đ

	C 2
(7đ)
	







Cho n là một số nguyên dương, kí hiệu  và xét  là một phép thế của tập , nghĩa là một song ánh từ  vào chính nó. Một quỹ đạo của x đối với  là tập , chúng ta cũng có thể viết một quỹ đạo dưới dạng  với k là số nguyên dương nhỏ nhất thỏa mãn . 




Ví dụ, xét n = 7 và phép thế  có 3 quỹ đạo là ,  và .


  Kí hiệu  là số phép thế của  với chính xác k quỹ đạo. 
1) 
Chứng minh rằng các số  thỏa mãn quan hệ sau

.
2) Chứng minh rằng 


	

	
	

1) Xét một phép thế  của với chính xác k quỹ đạo. Ta xét hai trường hợp: n + 1 là điểm cố định và không. 



Nếu n + 1 là điểm cố định của , thì ta có một phép thế của  với chính xác k – 1 quỹ đạo. Số các phép thế đó chính là .    
	0.5đ

	
	




Nếu  không là điểm cố định, ta có thể bỏ phần tử , bằng cách ánh xạ  thành  để thu được một phép thế của  với k quỹ đạo.
	0.5đ

	
	



Hơn nữa, mọi phép thế  của  với k quỹ đạo được đếm n lần vì ta có thể thêm  giữa j và  với mọi j. 
	0.5đ

	
	


Trong trường hợp này ta có thể thu được mọi phép thế của  với k quỹ đạo bằng cách đếm . Suy ra ta có  phép thế, và thu được điều phải chứng minh
	0.5đ

	
	2) Ta chứng minh bằng quy nạp theo n. Kiểm tra với n = 1.
	0.5đ

	
	Giả sử khẳng định đúng với n, ta sẽ chứng minh nó đúng với n + 1.
Chú ý rằng 



Hệ quả, 
	0.75đ

	
	Kéo theo rằng


Ta có điều phải chứng minh.
	0.75đ

	
	





3) Đặt . Đặt X là tập các phép thế đẹp và là tập các phép thế mà hai phần tử  kề nhau. Khi đó . Với , ta tạo hoán vị của  như sau
· 

Chọn một hoán vị của : có  cách.
· 

Xếp phần tử  trước hoặc sau  có 2 cách.
	1đ

	
	

Suy ra  với mọi .


Với mọi , ta tạo ta một phép thế thuộc tập  như sau
· 

Chọn một phép thế của  có  cách.
· 
Xếp phần tử  trước hoặc sau phần tử I và xếp phần tử j+m trước hoặc sau j có 4 cách.


Suy ra  với mọi .
	1đ

	
	Theo nguyên lý bù trừ ta có


Suy ra số phép thế đẹp nhiều hơn số phép thế không đẹp.
	1đ

	C 3
(7đ)
	






Cho tứ giác lồi ABCD với  Kí hiệu đường tròn nội tiếp các tam giác ABC và ADC lần lượt là  và . Giả sử rằng tồn tại đường tròn  tiếp xúc với tia đối của tia BA, tia đối của tia BC và cũng tiếp xúc với các đường thẳng AD và CD. Chứng minh rằng các tiếp tuyến chung ngoài của hai đường tròn  và  giao nhau trên .
	

	
	

[image: ]


Gọi M, N, P, Q là tiếp điểm của  với AB, BC, CD, AD tương ứng. Ta có:
AB + AD = AB + AQ – QD = AB + AM – DP = BM – CP + CD = BN – CN + CD = BC + CD.
	1đ

	
	

Kí hiệu X, Y là tiếp điểm của  và  với AC. Ta có AB = AX + BC – CX và AD = AY + CD – CY. 
	1đ

	
	

Điều này cùng với AB + AD = BC + CD kéo theo AX – CX = CY – AY. Từ AX + CX = CY + AY kéo theo AX = CY do đó Y là tiếp điểm của AC với đường tròn bàng tiếp  góc B của tam giác ABC. Tương tự ta có X là tiếp điểm của AC với đường tròn bàng tiếp  góc D của tam giác ADC.
	1đ

	
	













Xét phép vị tự biến đường tròn  thành đường tròn . Kí hiệu Z là ảnh của Y dưới phép vị tự này. Z thuộc vào tiếp tuyến của  song song với AC. Do đó Z là ảnh của X qua phép vị tự tâm D biến  thành đường tròn . Kí hiệu X’ và Y’ là giao của DX và BY với  và  tương ứng. Đường tròn  và  là ảnh của nhau qua phép vị tự tâm B, do đó Y’ là ảnh của Y qua phép vị tự này. Hơn nữa, Y’ thuộc tiếp tuyến của  song song với AC. Kéo theo XY’ là đường kính của , tương tự X’Y là đường kính của . Suy ra X’Y và XY’ song song với nhau. Vậy hai tam giác ZX’Y và ZXY’ đồng dạng, và Z tâm vị tự biến đường tròn  thành .
	4đ
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