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HƯỚNG DẪN CHẤM THI

I. HƯỚNG DẪN CHUNG
Thí sinh có cách giải khác hợp lý mà kết quả đúng thì cho điểm tối đa ở phần điểm tương ứng.

II. ĐÁP ÁN VÀ THANG ĐIỂM

	CÂU
	Ý
	                                        NỘI DUNG
	ĐIỂM

	Câu 1
(3đ)
	
	Giải hệ phương trình

	
	3,0

	
	
	
Điều kiện xác định: .
	0,25

	
	
	Với điều kiện trên, ta có

      

 

 

  (1)
	0,75

	
	
	
Xét hàm số  trên . 


Ta có: ,  t  , suy ra  đồng biến trên  (2).


Từ (1) và (2), suy ra . Từ đó, với , 

ta có .
	0,75

	
	
	
Từ  và phương trình thứ nhất của hệ phương trình ta có:  


   



         .
	0,75

	
	
	


Kết hợp với điều kiện ban đầu  và , ta có nghiệm của hệ phương trình là .
	0,5

	Câu 2
(3đ)
	
	
Cho dãy số  được xác định bởi:



Chứng minh rằng: Dãy số  có giới hạn và tìm giới hạn đó. 
	3,0

	
	
	
, ta có:


        

   

   .
	0,5

	
	
	



Đặt , ta có dãy số  với  và 

Ta có . Thật vậy, ta có:

 > 0.



Giả sử , và từ , suy ra 

Suy ra . 
	0,5

	
	
	
Với  và giả thiết, ta có 

 (bất đẳng thức Cô – si).


Suy ra dãy số  bị chặn dưới bởi .  
	0,5

	
	
	
Với , ta có



 (vì , nên ).


Suy ra, . Suy ra dãy số  giảm.	
	0,5

	
	
	
Dãy số  giảm và bị chặn dưới nên nó có giới hạn hữu hạn. 

Suy ra dãy số  có giới hạn.


Giả sử  với . 



Từ , suy ra   .
	0,5

	
	
	

Do , suy ra .

Suy ra .
	0,5

	Câu 3
(2đ)
	
	
Cho tập hợp . Lấy ngẫu nhiên ba số trong X. Tính xác suất lấy được ba số thỏa mãn tính chất, tổng và tích của chúng bằng nhau.

	2,0

	
	
	
Gọi  là không gian mẫu ứng với phép thử: “Lấy ngẫu nhiên ba số trong X.” Khi đó, .
	0,5

	
	
	

A là biến cố: Lấy được ba số  trong X thỏa mãn .


Vì vai trò của  như nhau, nên ta có thể giả sử .




Từ       . 
	0,5

	
	
	


Khi đó,  . Suy ra .

Suy ra .
	0,5

	
	
	
Vậy, xác suất suất lấy được ba số từ X thỏa mãn tính chất, tổng và tích của chúng bằng nhau là: .
	0,5

	Câu 4
(6đ)
	1
	












Cho tam giác  nhọn nội tiếp đường tròn . Gọi  là các đường cao ( lần lượt thuộc các cạnh );  là trực tâm của tam giác ;  lần lượt là trung điểm các cạnh . Gọi  là đường tròn ngoại tiếp tam giác  và  là tâm của đường tròn . 


a) Chứng minh rằng các  điểm  thuộc đường tròn .


b) Chứng minh ba điểm  thẳng hàng và  là một hằng số.
[image: ]
	3,5

	
	
	

a) Gọi  là trọng tâm tam giác . 





+ Xét phép vị tự  biến A thành M, B thành N, C thành P; do đó  biến tam giác  thành tam giác  và do đó biến (O) thành .
	0,5

	
	
	






+ Ta có   (vì A đối xứng với D qua đường thẳng PN ), mà  (vì  biến tam giác  thành tam giác) nên  hay  thuộc đường tròn .
	0,75

	
	
	
+ Chứng minh tương tự ta có E, F cũng thuộc đường tròn  (Điều phải chứng minh)
	0,5

	
	
	





b) Ta có  (vì , tương tự  nên O  là trực tâm tam giác , suy ra  biến H thành O hay ta có  (1).
	0,75

	
	
	


Theo chứng minh câu 1) ta có, phép vị tự  biến (O) thành  nên biến O thành S, do đó  (2)
	0,5

	
	
	

Từ (1) và (2) suy ra  hay  (hằng số) (Điều phải chứng minh).
	0,5

	
	2
	








Gọi   là đường thẳng bất kỳ đi qua  và  không đi qua . Gọi  lần lượt là hình chiếu của  lên . Chứng minh rằng  đi qua tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác . 
	2,5

	
	
	
[image: ]

Gọi J  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác . 


+  nên tứ giác BFLC nội tiếp đường tròn đường kính BC mà M  là trung điểm của BC nên MJ là đường trung trực của đoạn thẳng FL hay ta được  (3)
	0,75

	
	
	
+ Gọi X là trung điểm của KL  suy ra PX  là đường trung bình của hình thang vuông AKLB suy ra PX là đường trung trực của KL hay ta được PX đi qua J và do đó  (4)
	0,75

	
	
	

+ Từ (3) và (4) suy ra góc giữa PJ và MJ bằng góc giữa FL và LK. Mặt khác do tứ giác BCLF nội tiếp nên góc đó bằng góc . Tức là ta có .
	0,5

	
	
	
Ngoài ra   (do BONM là hình bình hành).


Suy ra  hay J thuộc đường tròn  (Điều phải chứng minh).
	0,5

	Câu 5
(3đ)
	
	




Tìm số có bốn chữ số   ( nhận giá trị từ 0 đến 9 và ), biết rằng    là số chính phương và nếu cộng thêm 72 vào   thì được  một số chính phương.
	3,0

	
	
	
* Ta có .
Vì [image: ]là số chính phương nên d chỉ có thể lấy các giá trị 0, 1, 4, 5, 6, 9.
Mặt khác số [image: ] là số chính phương thì d + 2 phải có tận cùng là một trong các chữ số 0, 1, 4, 5, 6, 9.
Mà d + 2 chỉ có thể có tận cùng là 2, 3, 6, 7, 8, 1 do đó d + 2 chỉ có thể lấy các giá trị 1, 6; nghĩa là d chỉ có thể lấy các giá trị 9, 4.
	0,5

	
	
	* Với d = 4 ta có [image: ] và [image: ]. 
Vì [image: ]có tận cùng 4 thì y chỉ có thể có tận cùng là 2 hoặc 8 còn [image: ] có tận cùng 6 thì x chỉ có thể có tận cùng là 4 hoặc 6.
Mà [image: ] nên 10 < y < 31 nên y chỉ có thể là 12, 18, 22, 28.
	0,5

	
	
	+Nếu y = 12 thì [image: ] và [image: ] nên [image: ], suy ra 37 < x < 40: không thỏa mãn.
+Nếu y = 18 thì [image: ] và [image: ] nên [image: ], suy ra 56 < x < 60: không thỏa mãn.
+Nếu y = 22 thì [image: ] và [image: ] nên [image: ], suy ra 68 < x < 72: không thỏa mãn.
+Nếu y = 28 thì [image: ] và [image: ] nên [image: ], suy ra 86 < x < 90: không thỏa mãn.
	0,5

	
	
	* Với d = 9 ta có [image: ] và [image: ]. 
Vì [image: ]có tận cùng 9 thì y chỉ có thể có tận cùng là 3 hoặc 7 còn [image: ] có tận cùng 1 thì x chỉ có thể có tận cùng là 1 hoặc 9.
Mà [image: ] nên 10 < y < 31 do đó y chỉ có thể là 13, 17, 23, 27.
	0,5

	
	
	+ Nếu y = 13 thì [image: ] và [image: ] nên [image: ], suy ra 40 < x < 43.
Ta thử với x = 41 có [image: ]thỏa mãn, vậy [image: ].
+ Nếu y = 17 thì [image: ] và [image: ] nên [image: ], suy ra 52 < x < 56: không thỏa mãn.
	0,5

	
	
	+Nếu y = 23 thì [image: ] và [image: ] nên [image: ], suy ra 72 < x < 75: không thỏa mãn.
+ Nếu y = 77 thì [image: ] và [image: ] nên [image: ], suy ra 82 < x < 87: không thỏa mãn.
Vậy số có bốn chữ số là [image: ].
	0,5

	Câu 6
(3,0đ)
	
	



Cho tam giác  nhọn có độ dài ba cạnh là .  Biết rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC có bán kính . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức  .
	3,0

	
	
	
Gọi S là diện tích tam giác ABC. Ta có .



Đặt , ta có ; tương tự 

 
	0,5

	
	
	
Áp dụng bất đẳng thức AM-GM .


Tương tự ; .
	0,5

	
	
	
Suy ra 

	0,5

	
	
	

	0,5

	
	
	


Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi  hay  tức tam giác ABC đều.
Vậy: Giá trị lớn nhất của P bằng 2021.
	0,5


----------------------- HẾT ------------------------
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