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Bài 5. (6 điểm). 

[bookmark: MTBlankEqn]Cho hàm số  thỏa mãn 

				.  

a) Chứng minh rằng  là đơn ánh.

b) Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn điều kiện trên.
Bài 6. (7 điểm)


















Cho tam giác  nhọn, không cân, nội tiếp đường tròn  và có đường cao . Gọi  là trung điểm . Đường thẳng  cắt  tại  khác . Lấy  trên đường thẳng  sao cho  vuông góc với . Lấy  sao cho  song song với  và  vuông góc với .


a) Chứng minh rằng  đi qua trung điểm .








b) Gọi  cắt  tại ,  cắt  tại . Chứng minh rằng  đi qua trung điểm .
Bài 7. (7 điểm)




An và Bình đến cửa hàng mua kẹo. Trong cửa hàng có các túi kẹo loại  chiếc,  chiếc,  chiếc, …,  chiếc. Mỗi loại có nhiều túi. Mỗi bạn chọn mua một số túi ở nhiều loại và mỗi loại có thể mua nhiều túi.

a) Số túi ít nhất An cần phải mua để có đúng  chiếc kẹo là bao nhiêu?






b) Có bao nhiêu cách chọn  túi kẹo đôi một khác loại sao cho tổng số chiếc kẹo được chọn không vượt quá  và nếu túi loại  được chọn (, ) thì túi loại  không được chọn?






c) Giả sử sau khi mua, An và Bình lần lượt có  và  (, ) chiếc kẹo, đồng thời An có nhiều hơn Bình  túi kẹo. Có bao nhiêu giá trị  thỏa mãn các điều kiện trên, biết An và Bình luôn mua ít túi nhất có thể?

HẾT

- Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay;
- Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.
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HƯỚNG DẪN CHẤM
- Mọi cách làm khác đáp án, nếu đúng đều cho điểm tương ứng;
- Các giám khảo thống nhất để chia điểm đến 0,25 hoặc 0,5 (nếu thấy cần thiết).

	Bài
	Nội dung
	Điểm

	Bài 5a
3,0 đ
	
			.		(*)


Thay  vào (*) được .






Nếu  thì thay  bởi  được , hay  là hàm hằng, không thỏa mãn (*). Do đó .
	0,5

	
	

Thay  vào (*) ta được: .			(1)



Thay  bởi  vào (*) được:  

			 .			(2)






Giả sử tồn tại  sao cho , khi đó , mâu thuẫn. Do đó . Tóm lại  khi và chỉ khi .
	1,0

	
	
Bây giờ ta chứng minh  là đơn ánh: 


Trong (*) thay  bởi  ta được

		.		(3)

Do đó nếu  thì từ (1) và (3) ta có

 		 



	 . 



Với  thì  nên . 



Tóm lại nếu  thì  nên  đơn ánh.
	1,5

	Bài 5b
3,0 đ

	
+) Ta chứng minh :






Nếu  thì tồn tại  sao cho . Khi đó từ (1) có , mà  đơn ánh nên . 

Do đó sử dụng (2) ta được .




Nếu  thì tồn tại  sao cho . Sử dụng (1), (2) và lập luận tương tự ta cũng được .
	1,25

	
	

+) Trong (*), thay  bởi  ta được

 

.			(4)
	0,5

	
	
Từ (*) và (4) suy ra  

 

	 .
	0,25

	
	

Mặt khác trong (*), thay  bởi  ta được 

 .


Do đó với mọi  ta có  

.
	0,5

	
	

Đổi vai trò . 

Do đó 


	(do  đơn ánh)



 	( là hắng số)




Do đó với mọi  thì , điều này cũng đúng với  do .


Như vậy . Thay vào (1) được .


Thử lại thấy cả 2 hàm  và  đều thỏa mãn.
	0,5

	Câu 6a
3,5 đ
	[image: ]
	

	
	


Ta có:  với chú ý rằng  là tiếp tuyến của . 




Gọi  lần lượt là trung điểm  thì  và .
	1.0

	
	


Hơn nữa thì  nên  hay .
	1.0

	
	








Mặt khác gọi  cắt  tại  thì  nên . Từ đó thì  hay  đi qua trung điểm  của .
	1.5

	Câu 6b
3.5đ
	











Gọi  cắt  tại ,  cắt  tại  và  cắt  tại  thì . Lại có  nên  nội tiếp. 
	1.0

	
	



  nên , chiếu lên  thì .
	1.0

	
	








Khi đó gọi  là tiếp tuyến tại  của  thì  và  (do  là trực tâm ) nên  đi qua trung điểm của .
	1.5

	Câu 7a
2,0 đ
	Ta chứng minh nhận xét sau: 


Xét , khi đó để mua được  chiếc kẹo với ít túi nhất có thể thì không có hai túi cùng loại được mua.
	0.5

	
	


Thật vậy, giả sử phản chứng: cách mua  chiếc kẹo với ít túi nhất có hai túi thuộc loại  (). 

Khi đó ta có thể thay hai túi này bởi một túi loại . Như vậy số túi cần dùng giảm đi 1, mâu thuẫn với giả sử phản chứng. Do đó nhận xét được chứng minh.
	0.5

	
	
Lại có  và cách biểu diễn này là duy nhất, suy ra số túi ít nhất cần dùng là 6.
	1.0

	Câu 7b
2,5đ
	


Giả sử 5 túi kẹo được chọn lần lượt chứa  chiếc kẹo ( với mọi ).



Khi đó  và  với mọi .
	0.5

	
	

Do  nên .						(*)
Điều kiện (*) cũng là điều kiện đủ để tổng số kẹo trong 5 túi không vượt quá 2023.

Bài toán tương đương với việc đếm số bộ 5 số tự nhiên tăng dần không vượt quá 10 , sao cho không có hai số tự nhiên liên tiếp.
	1.0

	
	


Với bộ số  thỏa mãn các điều kiện trên thì bộ số  là bộ 5 số tự nhiên tăng dần không vượt quá 6. Có đúng  cách chọn bộ số như vậy.
Vậy có 21 cách chọn các túi kẹo.
	1.0

	Câu 7c
2,5 đ
	Theo chứng minh ở câu a), để mua ít túi kẹo nhất có thể thì An và Bình đều mua một số túi kẹo đôi một khác loại.






Xét hai hai xâu nhị phân  và  thỏa mãn:  nếu An có chọn túi loại  chiếc kẹo,  nếu An không chọn túi loại  chiếc kẹo, tương tự với Bình. 


Vì An mua nhiều hơn Bình 7 túi nên số chữ số 1 trong  nhiều hơn số chữ số 1 trong  là 7. (**)
	0.5

	
	Ta xét 2 trường hợp sau:

Trường hợp 1: Không tồn tại . 

Khi đó  



Suy ra . Nhưng  chỉ bao gồm  chữ số nên trường hợp này không xảy ra.
	0.5

	
	
Trường hợp 2: Tồn tại ít nhất một chữ số 0 trong biểu diễn của .



Gọi  là số tự nhiên lớn nhất thỏa mãn  và .




Nếu  thì  có nhiều hơn  một chữ số 1, không thỏa mãn (**). Vì vậy .




Khi đó  ( chữ số 1) và  ( chữ số 0).



Số chữ số 1 ở  nhiều hơn số chữ số 1 ở  là .

Từ (**) suy ra .	
	0.5

	
	

Từ đó ta cũng có điều kiện cần của bài toán là 9 chữ số cuối trong biểu diễn nhị phân của  là  (8 chữ số 1).
	0.5

	
	




Suy ra  (). Đặt  với . Ta có .

Vậy có 4 giá trị  thỏa mãn bài toán.
	0.5




HẾT
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