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Bài 1. (4 điểm) Dãy số thực 
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 thỏa mãn: với mọi 
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. Chứng minh rằng dãy số 
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 có giới hạn hữu hạn và hãy xác định giới hạn này.
Giải. Trước hết, nhận xét rằng nếu 
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 thì, bằng cách chuyển qua giới hạn quan hệ định nghĩa dãy số, ta có 
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Tiếp theo nhận xét rằng 
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 nên với mọi 
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Mặt khác, rõ ràng rằng nếu 
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Giả sử 
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. Ta sẽ chỉ ra rằng 
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 với một chỉ số 
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 nào đó. Thật vậy, nếu không, theo 
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, do đó 
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 có giới hạn hữu hạn 
[image: image22.wmf]l

 và 
[image: image23.wmf]1

>

l

, mâu thuẫn.

Do vậy, 
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 với một chỉ số 
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 nào đó. Nếu 
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. Vậy, trong mọi trường hợp, ta có 
[image: image35.wmf]2

1

n

u

+

<

.

Các lập luận trên cho thấy luôn tồn tại một chỉ số 
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Vì thế dãy 
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 có giới hạn hữu hạn, và như đã thấy, bằng 1.

Nhận xét. Có thể giải bài toán nhanh hơn bằng cách xét dãy 
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 là dãy hằng bằng 1). Khi đó 
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 tiến ra 
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, chứng tỏ 
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Bài 2. (4 điểm) Cho 
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 là một đa thức bậc 100, với các hệ số nguyên, trong đó hệ số cao nhất bằng 1. Hỏi 
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 có nhiều nhất bao nhiêu nghiệm nằm trong khoảng 
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Giải. Trước hết, nhận xét rằng 
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 không thể có tất cả các nghiệm nằm trong khoảng 
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 được vì nếu không, theo công thức Viete, tích của tất các nghiệm, một mặt hiển nhiên cũng nằm trong khoảng 
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 và mặt khác là một số nguyên, mâu thuẫn.

Ta sẽ chỉ ra một ví dụ về một đa thức thỏa mãn yêu cầu của bài toán và có 99 nghiệm trong khoảng 
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. Xét đa thức sau đây:
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Rõ ràng 
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 có bậc 100, có các hệ số là nguyên, trong đó hệ số cao nhất bằng 1. 
Mặt khác, với 
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Chú ý rằng với 
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Như vậy 
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 lẻ. Từ đó suy ra 
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 có ít nhất 99 nghiệm trong các khoảng 
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 có (đúng) 99 nghiệm trong khoảng 
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Bài 3. (4 điểm) Hai đường tròn 
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 có bán kính lần lượt là 
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. Các đoạn thẳng AB và BC cắt lại 
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a) Chứng minh rằng BL là phân giác góc ABC
b) Chứng minh rằng BK vuông góc với AC
Giải. 
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a) Đây là một tính chất quen biết, có thể được chứng minh như sau.
Gọi 
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 là giao điểm của tiếp tuyến (chung) tại 
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 ) với AC. Khi đó do DB và DL là các tiếp tuyến từ 
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b) Từ a) suy ra 
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Như vậy, 
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Bài 4. (4 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 
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Giải. Ta chứng minh bằng quy nạp theo 
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Giả sử kết luận của bài toán đúng với số nguyên dương 
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 với số nguyên dương 
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Mỗi nhân tử 
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 chia hết cho 2 , còn nhân tử 
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 chia hết cho 8 vì thế tích trên đây chia hết cho 
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Vậy 
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 và do đó bài toán được chứng minh.
Bài 5. (4 điểm) Cho các số nguyên dương m, n sao cho 
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Giải. Giả sử m là số hàng, 
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 là số cột của bảng. Ta tô màu đen tất cả các cột thứ 3k và 
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 (kể từ trái sang phải) của bảng (xem minh họa cho bảng kích thước 
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 phủ một số chẵn các ô vuông đen. Do đó bảng đã cho không thể được phủ bởi các hình vuông 
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