                                                                           HƯỚNG DẪN CHẤM
	KỲ THI CHỌN HSG LỚP 12 VÀ THÀNH LẬP ĐỘI TUYỂN
THAM DỰ KỲ THI CHỌN HSG QUỐC GIA THPT
NĂM HỌC 2023- 2024

	Môn : Toán




	Bài 1
(3đ)
	


Cho dãy số :   ()


Đặt  và . 


Chứng minh rằng dãy  và dãy  đều có giới hạn hữu hạn.


Dãy :






Bằng quy nạp, ta có . Thật vậy, . Giả sử ().


Lại có: .





Do đó, ta có dãy  là dãy tăng thực sự và bị chặn trên. Vậy dãy  có giới hạn hữu hạn là . Khi đó .

Vậy .
Áp dụng bổ để Stolz – Cesaro ta có:











          

Do đó .

Dãy :


Ta có  (theo BĐT )


 (vì ) 

. 


Mà dãy  bị chặn nên dãy  bị chặn.


Lại có  nên dãy  là dãy tăng thực sự.

Do đó dãy  có giới hạn hữu hạn.

	










































	Bài 2
(3 đ)
	
Hãy tìm tất cả các hàm số thỏa mãn đẳng thức


                                                  

Kí hiệu phương trình 

Kí hiệu  là phép thế. 

 là song ánh.

Giả sử . 






Do đó  nên  là đơn ánh.

.



Thế  bởi  vào phương trình trên, ta được: .




Do đó, , chọn  thì ta có , nên  là toàn ánh.

Vậy  là song ánh.

Tìm hàm .



Do  là song ánh nên  such that .

.


 

#Trường hợp 1: .

 (Mâu thuẫn)

#Trường hợp 2: .




Thế  bởi 1, ta được: .


Với , thế  vào (2), ta được








Thế  bởi  vào , ta được: 





Thế  bởi  trong (3), kết hợp với (5), ta được:






Mà  và .


Lại có  từ (5) :  nên là hàm lẻ.




  nhận giá trị dương khi , và nhận giá trị âm khi .

Từ (6) và nhận xét trên, ta có .

	
















































	Bài 3
(4 đ)
	



















Cho  nhọn, không cân;  là đường tròn Euler của . Gọi  lần lượt là hình chiếu của  trên các cạnh . Kẻ    là tiếp tuyến của đường tròn  tại , đường thẳng này cắt đường tròn đường kính  tại  ().  cắt  lần lượt tại . Đường thẳng  cắt  tại  . Các điểm  và  được định nghĩa tương tự. 

a) .


b) Chứng minh rằng các đường thẳng  và  đồng quy.







[image: ]



Ta có  đồng viên.


Thật vậy,   đồng viên và  cũng đồng viên. 



Vì  là tiếp tuyến của đường tròn  nên  . 


Lại có . Do đó .

Ta có  đồng viên.







Ta có  là giao điểm của  và . Do đó,  là điểm Miquel của tứ giác toàn phần . Do đó  đồng viên.

.


Áp dụng định lý Reim  cho hai đường tròn  và .

 đồng viên.



Ta đã có tứ giác  nội tiếp, do đó ta chỉ cần chứng minh tứ giác  nội tiếp.







Mà  và  đối song với  và . Mà  , nên   đối song với. 

 thẳng hàng.



Áp dụng hệ quả định lý Reim cho  và, ta được  thẳng hàng.
Từ đó ta có đpcm.

Reim











Cho hai đường tròn  và  cắt nhau tại . 1 đường thẳng qua  cắt  và  lần lượt tại . Tương tự 1 đường thẳng qua  cắt  tại . Khi ấy .










Hệ quả 1 : Cho tam giác  nội tiếp . Một đường tròn  đi qua  cắt  tại . Một đường thẳng  đi qua đỉnh  và tiếp xúc với  khi và chỉ khi .





Hệ quả 2 : Cho 2 điểm  nằm trên cạnh  khác với các đỉnh của tam giác . Thì  tiếp xúc  khi và chỉ khi .
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	Câu 4
(3,5 đ)
	
Tìm tất cả các bộ hai số nguyên dương thỏa mãn hệ thức         

                                                      .

Phương trình tương đương với




Đặt  ta được 


Dễ thấy lẻ nên là các số nguyên dương.

Nên ta có hoặc ngược lại

Vậy ta được 


Thử ta được 

Xét ta sẽ chứng minh không có nghiệm


Có 

Tương tự có 





Đặt 




Có,


Nên 


Kết hợp  không có nào thỏa mãn

Thay vào được 
Thử lại thỏa mãn phương trình
	





















 

	
Câu 5
(3 đ)
	Lớp 1A có 35 học sinh, trong đó có bốn bạn  Công , Minh, Đoàn , Dũng. Hỏi có tất cả bao nhiêu cách sắp xếp 35 học sinh đó thành một hàng ngang , mà trong mỗi cách sắp xếp không có ba bạn nào trong bốn bạn Công, Minh, Đoàn, Dũng đứng ở ba vị trí liên tiếp.
+/ Số cách sắp xếp 35 học sinh là 35!

+/Số cách sắp xếp 35  học sinh mà 3 trong 4 học sinh có tên ở trên đứng ở 3 vị trí liên tiếp là  (1) 
+/ Số cách sắp xếp 35 học sinh trong (1) mà 4 học sinh có tên đứng ở 4 vị trí liên tiếp là





+/ Số hoán vị thỏa mãn yêu cầu là 35!-( - ) 

	









 

	Câu 6
(3,5 đ)
	

Một khu rừng hình tròn diện tích , có tất cả 18 người kiểm lâm nhiệm vụ tuần tra ở đó.Họ sử dụng thiết bị không dây để liên lạc với nhau.Biết rằng thiết bị không dây này chỉ có hiệu quả trong vòng . Chứng minh rằng ở bất cứ thời điểm nào,luôn tồn tại hai người có thể liên lạc được với năm người khác.
 
Từ giả thiết suy ra bán kính đường tròn bằng 6 km
Xét đồ thị G(V,E)
V là tập các đỉnh, mỗi đỉnh là một người kiểm lâm
E là tập các cạnh, hai người kiểm lâm không liên lạc được với nhau bỏi một cạnh
Bài toán trở thành: chứng minh trong đồ thị tồn tại hai đỉnh có bậc không nhỏ hơn 5.

Nhận xét :Trong đồ thị G không chứa 
Nghĩa là không tồn tại 4 người bất kỳ đều không liên lạc với nhau.
Thật vậy chia đường tròn thành 4 phần bởi 2 đường kính vuông góc với nhau tại O
Giả sử có 4 người không liên lạc với nhau là A, B, C,D . Suy ra khoảng cách giữa hai người bất kỳ đều lớn hơn 9 km.
Nếu 4 người ở 4 đầu mút của các đường kính thì vô lý vì khoảng cách nhỏ hơn 9.

Trong 4 người tồn tại 2 người A, B sao cho góc AOB nhỏ hơn 90 độ . Khi đó OA không vượt quá 6 km, OB không vượt quá 6 km, AB không vượt quá 6km <9 km . Vô lý




Theo định lý Turan 


Xét đồ thị  hai người kiểm lâm liên lạc được với nhau thì được nối với nhau (bù với đồ thị G(V,E) ).

Ta có 


Có 18 đỉnh nên tồn tại một đỉnh u có bậc không nhỏ hơn 5.
Nết chỉ có 1 đỉnh bậc không nhỏ hơn 5; 17 đỉnh còn lại có bậc không vượt quá 4 thì bậc của đỉnh u không nhỏ hơn 90-17.4=22 vô lý vì bậc của đỉnh u không vượt quá 17.
Do đó tồn tại 2 đỉnh có bậc không nhỏ hơn 5. Từ đó có điều phải chứng minh.
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