	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
LẠNG SƠN
	
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN CỦA TỈNH THAM DỰ 
KỲ THI CHỌN HSG QUỐC GIA NĂM HỌC 2024-20252 (Vòng 1)

	ĐỀ CHÍNH THỨC

	
	
Môn thi: TOÁN
Thời gian: 180 phút (không kể thời gian giao đề)
(Đề thi gồm 01 trang, 4 câu)




Câu 1 (4 điểm). 


a) Cho các số thực dương  thỏa mãn điều kiện . Chứng minh rằng

.



b) Cho các số thực  thỏa mãn  và . Chứng minh rằng

.

























Câu 2 (6 điểm). Cho tam giác nhọn , không cân và nội tiếp đường tròn ; gọi  là tâm đường tròn nội tiếp tam giác . Đường thẳng  cắt  tại điểm thứ hai ở . Lấy  trên đường thẳng  sao cho . Đường tròn  đường kính  cắt  tại ; đường thẳng  cắt  tại ; đường thẳng  cắt  tại  (). Gọi  là trung điểm cung lớn  của đường tròn .  

a) Chứng minh rằng . 


b) Chứng minh rằng  đi qua tâm đường tròn .  

Câu 3 (6 điểm).

a) Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn


 với .



b) Tìm tất cả các đa thức  hệ số nguyên sao cho với mọi số tự nhiên  không đồng thời bằng 0 thì ta luôn có .






Câu 4 (4 điểm). Cho  là số nguyên dương và đa thức nguyên chứng minh rằng tồn tại  để  chia hết cho .


----------- Hết -----------

Họ và tên thí sinh: …………………………………………………… Số báo danh: …………...........


Chữ ký CBCT số 1:………………................Chữ ký CBCT số 2…...............................………...........




	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
LẠNG SƠN
	
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN CỦA TỈNH THAM DỰ 
KỲ THI CHỌN HSG QUỐC GIA NĂM HỌC 2024-2025 (Vòng 1)



HƯỚNG DẪN CHẤM MÔN TOÁN 
(Hướng dẫn chấm gồm 4 trang)
Chú ý: Những cách giải khác HDC mà đúng thì cho điểm theo thang điểm đã định. 


	Câu
	Nội dung
	Điểm

	1
(4đ)
	

[bookmark: MTBlankEqn]a) Cho các số thực dương  thỏa mãn điều kiện . Chứng minh rằng

.



b) Cho các số thực  thỏa mãn  và . Chứng minh rằng

.
	

	
	Lời giải: 
	

	
	
a) Ta có 

Suy ra .

Do đó ta cần chứng minh .
	1đ

	
	
Thật vậy, áp dụng BĐT Holder ta được: 


Mà . Suy ra  (đpcm).
	1đ

	
	


b) Vì   và  nên ta có 

Suy ra .

Khi đó .

Tương tự 
	0,5đ

	
	
Đặt . 

Suy ra . 


Đặt , . 

Áp dụng BĐT Cauchy-Schwarz, ta có: . 
	1đ

	
	
Mặt khác .


Khi đó ta có  hay .

Ta cần chứng minh  (*). 

Thật vậy, (*) (luôn đúng).
	0,5đ

	Câu 2 
(6đ)
	























Cho tam giác nhọn , không cân và nội tiếp đường tròn ; gọi  là tâm đường tròn nội tiếp tam giác . Đường thẳng  cắt  tại điểm thứ hai ở . Lấy  trên đường thẳng  sao cho . Đường tròn  đường kính  cắt  tại ; đường thẳng  cắt  tại ; đường thẳng  cắt  tại  (). Gọi  là trung điểm cung lớn  của đường tròn .  

a) Chứng minh rằng . 


b) Chứng minh rằng  đi qua tâm đường tròn .  
	

	
	Lời giải: 
a) 
[image: ]
	

	
	Chứng minh. 


a) Sử dụng góc nội tiếp và tính chất góc ngoài của tam giác , dễ có . 
	1đ

	
	

Do đó, tam giác  cân, suy ra .
	1đ

	
	

b) Kẻ tiếp tuyến DL tới  với L khác I. Vì DI=DB=DC=DL nên tứ giác LBIC nội tiếp. Do đó, IL, PQ, BC là ba trục đẳng phương của , (O) và (LBIC) nên chúng đồng quy tại E. 
	1đ

	
	


Gọi S, T là hai giao điểm của DE với ; dễ có tứ giác  điều hòa nên . 
	1đ

	
	


Hơn nữa, gọi J là trung điểm của IN thì  là tâm , dễ chỉ ra được  , theo hệ thức Maclaurin suy ra K là trung điểm của ST.
	1đ

	
	

Do đó, , hơn nữa  nên suy ra J, K, M thẳng hàng, suy ra điều phải chứng minh.
	1đ

	Câu 3
(6đ)
	
a) Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn


 với . 
	

	
	



Lời giải: Trong phương trình  (1), thay  ta được  suy ra . 
	1đ

	
	


Trong (1) thay  bởi  ta được  (2)

Cộng từng vế của (1) và (2) ta được  

Hay   (3).
	1đ

	
	


Trong (3) thay  bởi  ta được  (4)



Trong (3) thay  bởi  ta được  (5)

Từ (4) và (5) ta suy ra 



Vậy hoặc  hoặc . Hay  là hàm số lẻ. 
	1đ

	
	


Trong (1) thay  bởi  ta được: 


Vậy 


Suy ra , Hay .
	1đ

	
	


b) Tìm tất cả các đa thức  hệ số nguyên sao cho với mọi số tự nhiên  không đồng thời bằng 0 thì ta luôn có .
	

	
	

Lời giải: Giả sử  với .


Với ba số tự nhiên  tùy ý và không đồng thời bằng 0, cho  ta có: 





, tức là , mà  là số tự nhiên tùy ý nên bắt buộc  nên suy ra . 



Cho  ta được tính chất  với mọi . 
	1đ

	
	













Do đó , kết hợp với giải thiết của bài toán, ta được ; mà  là đa thức và  là các số tự nhiên tùy ý nên , tức là  cộng tính, lại vì  là đa thức, theo hàm tiêu chuẩn Cauchy thì chỉ ra được  (*) với mọi số tự nhiên ; đặt , xét đa thức , đa thức này có vô hạn nghiệm vì (*) đúng với mọi số tự nhiên ; do đó  ( là số nguyên khác 0); thử lại thì đa thức thỏa mãn bài toán. 
	1đ

	Câu 4
(4đ)
	




Cho  là số nguyên dương và đa thức nguyên chứng minh rằng tồn tại  để  chia hết cho .
	

	
	
Lời giải: Ta có 
	1đ

	
	


Giả sử , với  và  là số nguyên dương không chia hết cho 2, 3, 7. 
Theo định lý Bézout ta có


Tồn tại  sao cho 


Tồn tại  sao cho 


Tồn tại  sao cho 


Tồn tại  sao cho 
	1đ


	
	Xét hệ phương trình 



Theo định lý Thặng dư Trung Hoa, hệ trên có nghiệm .
	1đ

	
	

Khi đó  suy ra .

Tương tự .


Vì  đôi một nguyên tố cùng nhau nên suy ra  
	1đ



----------- Hết -----------
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