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ĐÁP ÁN (gồm 5 trang)


[bookmark: MTBlankEqn]Bài 1. Cho dãy số  thỏa mãn 
a)  (3,0 điểm) Chứng minh dãy số có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

b) (2,0 điểm) Chứng minh rằng 
Lời giải.

a) Từ cách cho dãy số ta có 

Ta có 




Xét hàm số , ta có liên tục và nghịch biến trên                         


Ta có    bị chặn      (1,0 điểm)




suy ra dãy  tăng và dãy  giảm.                 (1,0 điểm)

Theo tiêu chuẩn Weierstrass suy ra  là các dãy hội tụ.


Giả sử 

Từ .

Từ .

Giải hệ phương trình  .   

Vậy .                                              (1,0 điểm)

b) Từ giả thiết ta thấy .


Mà    . Do đó  .



Ta lại có  suy ra  nếu n lẻ;  nếu n chẵn.



Với mọi  lẻ ta có   .    ((1,0 điểm)

Do đó 

                                                                      (1,0 điểm)



Bài 2. Với mỗi số nguyên dương n và số nguyên tố  a, b, c là các số nguyên dương không chia hết cho p thoả mãn 
a) 

(2,0 điểm) Chứng minh nếu , thì 
b) 

(3, điểm) Chứng minh rằng nếu  và n là số chính phương thì 
Giải.

 a) Giả sử  với l là số nguyên tố cùng nhau với  p.    (1)



Do  nên tồn tại l sao cho  và                    (0,5 điểm)



Từ  suy ra  nên                                                                      (1,0 điểm)




Gọi x là cấp của  al (modp) . Ta có  vì  theo (1), nên  vô lý, vì 

Vậy điều giả sử là sai, nên ta có  (đpcm).                    (0,5 điểm)
b) 


Từ giả thiết ta có n > 1.Giả sử  Ta có                                                (0,5 điểm)

Kí hiệu  là số mũ của p trong phân tích ra thừa số nguyên tố của n.



Mặt khác:  mà n là chính phương, nên  chẵn và                                                                                                             (0,5 điểm)



Ta có  (theo câu a) và 


=. Suy ra  (3) 
                                                                                                                   (1,0 điểm)


Ta có  và               (0,5 điểm)


suy ra , suy ra mâu thuẫn. Vậy   (0,5 điểm).
Lưu ý : Học sinh có thể dụng bổ đề (LTE) câu b).
Bài 3 (5,0 điểm)

Tìm tất cả các hàm số thỏa mãn 


Lời giải:  


+) Đặt  Thay  vào PT đầu ta được

 hay

                                                          (1,0 điểm)



Từ đây suy ra biểu thức  nhận mọi giá trị thuộc  khi  (*) 
                                                                                                              (0,5 điểm)


+) Thay  bởi  vào PT ban đầu ta được

	(1)            (0,5 điểm)


+) Thay  bởi  vào PT ban đầu và sử dụng (1) ta được

	(2)
                                                                                                              (0,5 điểm)


+) Thay  bởi  vào PT ban đầu và sử dụng (2) ta được

                  (3)      (1,0 điểm)



Từ (*) và (3) ta có Từ đây suy ra        (0,5 điểm)

Do đó ta có  Thử lại thỏa mãn.

Vậy hàm thỏa mãn điều kiện là                          (1,0 điểm)


   Bài 4. ( 5,0 điểm)    Cho tam giác nhọn, không cân ABC  Đường tròn  (O) đi qua B, C cắt hai cạnh AC, AB tại E, F tương ứng H là giao điểm của BE và CF. EF cắt BC tại S. Đường tròn ngoại tiếp tam giác OEF cắt đường tròn  ngoại tiếp tam giác BHC   tại hai điểm P, Q. Gọi M, N lần lượt là trung điểm BE, CF; gọi U, V lần lượt là giao điểm của BE, CF với SA. 
a) (2,0 điểm). Chứng minh bốn điểm M, N, U, V cùng thuộc một đường tròn.
b) (3,0 điểm). Chứng minh các đường thẳng PH, OQ, EF cắt nhau tại một điểm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.
HD: Xét thế hình như hình vẽ.
a) 
Xét tứ giác toàn phần BCEF.SA ta có   (1,0 điểm).

  Mà M, N lần lượt là trung điểm BE, CF, nên hệ thức Maclaurin ta có cùng thuộc một đường tròn.
                                                                                                                     (1,0 điểm).

b) Xét tứ giác toàn phần BCEF.SA với tứ giác BCEF nội tiếp, nên theo định lí Brocard ta có H là trực tâm tam giác OAS. Gọi K là giao điểm khác A của SA với đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC thì  K là điểm miquel của tứ giác toàn phần BCEF.SA, do đó   tại K.                                                                                         (0,5 điểm).

Xét cực đối cực đối với đường tròn (O) thì SA là đường đối cực H, suy ra  (R là bán kính đường tròn (O)).


Xét phép nghịch đảo f cực O phương tích  thì   Do đó ảnh của đường tròn (OEF) là EF; ảnh của đường tròn (BHC) là đường tròn ngoại tiếp tam giác BCK tức là đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Q là một giao điểm của (OEF) và đường tròn (BHC), nên ảnh của Q qua  f  là một giao điểm L’ của EF và (ABC) và O, Q, L’ thẳng hàng theo thứ tự đó   (1)  
                                                                                                                  (1,0 điểm).
Tiếp theo ta chứng minh tứ giác BOEK nội tiếp. 

     [image: ]
Thật vậy. 



Ta có   nội tếp. Do đó 
                                                                                                                       (0,5 điểm).


Bây giờ ta xét phép nghịch đảo   cực H phương tích  




Thì  do đó  biến đường tròn (BHC) thành đường thẳng EF và biến đường tròn (OEF) thành đường tròn (ABC). P là một giao điểm của (OEF) và đường tròn (BHC), nên ảnh của P qua   là một giao điểm L’’ của EF và (ABC) và P, H, L’’ thẳng hàng theo thứ tự đó (2). Từ (1) và (2), suy ra các đường thẳng PH, OQ, EF cắt nhau tại một điểm  trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.                              (1,0 điểm)
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