	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO


	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN HỌC SINH GIỎI
NĂM HỌC 2022 – 2023
MÔN: TOÁN (Vòng 1)
Thời gian: 180 phút (Không kể thời gian giao đề)



Bài 1. (4 điểm)

Cho phương trình  có 3 nghiệm thực phân biệt. Hỏi phương trình sau có bao nhiêu nghiệm thực:

		 
Hướng dẫn giải

	Đặt  





	Ta có:  


	Đặt  . Ta có  


Gọi 3 nghiệm của  là   ta có:

 
Bảng biến thiên
		[image: ]

Vì  


Tương tự ta có:   và  

Vậy phương trình  có 2 nghiệm thực

Bài 2. (8 điểm) 



 	1) Giải phương trình                

  Lời giải.  Tập xác định: 

Đặt                   (1)

Ta có hằng đẳng thức:       (2)

Thế (1) vào (2), ta được: 

	



	 hoặc  hoặc 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm là 



2) Giải hệ phương trình :  


Ta có :; .



Đặt ; , ta có: 




Xét hàm  có , vậylà hàm đồng biến trên .

Nếu 

Nếu 




Đặt 


, .



Vậy  đồng biến trên  và có , suy ra phương trình: 


 có một nghiệm .


Kết luận: Hệ phương trình  có một nghiệm là 

Bài 3. (4 điểm)





Cho dãy số  như sau:  và , 

Hãy tìm . 
Lời giải đề nghị



Trong  lấy , ta được .


Từ ta có 

                     .


Trừ hai đẳng thức trên ta được , .




Vậy với mọi  ta có .



Do đó với mọi , ta có: 

.


Suy ra , .

Do đó .

Bài 4. (4 điểm)
1) 


















Cho hai đường tròn  và  tiếp xúc trong tại  (đường tròn  nằm trong). Hai điểm  và  thuộc đường tròn  qua  kẻ tiếp tuyến với  cắt  tại  và  qua  kẻ tiếp tuyến với  cắt  tại và . Chứng minh rằng tâm đường tròn nội tiếp các tam giác  nằm trên .
 giải:[image: ]


















































+ Dựng tiếp tuyến chung  của hai đường tròn khi đó ta có: , mà  (tính chất góc ngoài của tam giác),    là phân giác , gọi  là giao điểm  với  thì  là trung điểm của  là phân giác .                                                                                                        + Gọi  là giao điểm của  và  ta cần chứng minh  là phân giác củan .                                                                                                                                                  Mặt khác nếu  là tâm vòng tròn nội tiếp tam giác  thì ta sẽ có:  (Tính chất quen thuộc liên quan đến tâm vòng tròn nội tiếp, bạn đọc có thể xem thêm phần ‘’góc ‘’ ở phần đầu ) .                                                                           + Ta có   nội tiếp suy ra  mà  (Tính chất góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung) suy ra  đồng dạng  Tương tự ta cũng chứng minh được  là tứ giác nội tiếp và  đồng dạng với    là tâm đường tròn nội tiếp .                                                                                                                   + Tương tự, tâm của đường tròn nội tiếp  nằm trên .









[bookmark: _GoBack]2) Cho tam giác  trên trung tuyến  lấy điểm  cố định. Đường thẳng  đi qua  lần lượt cắt cạnh  tại . Tìm vị trí của đường thẳng  để diện tích tam giác  đạt giá trị nhỏ nhất.
 Hướng dẫn giải: 




Từ  dựng các đường thẳng song song với , lần lượt cắt tia  tại . [image: ]


Dễ thấy  

nên  hay 


.                                                               


Ta có: .          






Gọi  là khoảng cách từ  đến . Áp dụng định lý Talet, ta có 





Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi . Vậy  khi  là đường thẳng đi qua  và song song với .

-----HẾT-----
Thí sinh không sử dụng tài liệu. Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.
Họ và tên:………………………………………………Số báo danh:…………………



Bài 1. (4 điểm)





Gọi  là hàm đa thức bậc 3 thỏa mãn  với mọi x thuộc đoạn . Chứng minh rằng mọi x thuộc đoạn , ta có .
Hướng dẫn giải
	Câu
	Hướng dẫn nội dung
	Điểm

	Bài 1. (4 điểm)
	

++ Đặt , với a, b, c và d là các số thực và .


Đặt . Ta có: .

++ Giải hệ theo ẩn a, b, c và d, ta có        (*)
	1,0 điểm

	
	


Như vậy  và 
	1,0 điểm

	
	





+Do | với mọi x thuộc đoạn . Cho nên ta có , ,  và .
+++ Từ đó ta có bất đẳng thức:


                             
	1,0 điểm

	
	+ Áp dụng kết quả của bất đẳng thức[footnoteRef:1]: Với mọi số thực M và N, ta có [1:  Chứng minh: Không mất tính tổng quát, do tính đối xứng, nên ta giả sử được  .
Khi này, nếu thì 
Còn nếu thì ] 




++ Ta có: 


và có  với  



+ Suy ra . Hay là  với 
	1,0 điểm


 Bài 2.1. (4 điểm) 
 Giải phương trình sau:


Hướng dẫn giải
	Câu
	Hướng dẫn nội dung
	Điểm

	Bài 2a. (4 điểm)
	
Xét              (*)

+ Xét phương trình , ta có 








Với , ta có VT(*)=. Như vậy Tập nghiệm (*).

+++ Ta có (*) 





              (**)


+ Xét điều kiện , suy ra 








                                            (a)
+ Bây giờ ta biến đổi (**):

Ta có (**)  

             (***)

Từ điều kiện (a), ta có 


suy ra , suy ra .


Vậy nên từ (***), ta có , hay là                    (b)

+ Từ các điều kiện (a) và (b), ta có 
	0,5 điểm *7 ý (+)

	
	

+ Thử lại  ta có VT(*)=

Như vậy  không phải là nghiệm của (*).
Phương trình đã cho vô nghiệm.
	0,5 điểm





Bài 2.2. (4 điểm)
Giải hệ phương trình


	Câu
	Hướng dẫn nội dung
	Điểm

	Bài 2b. (4 điểm)
	+ Biến đổi hệ 



+ Đổi biến số  (y giữ nguyên), ta có hệ phương trình



hay là        (1)



+ Đặt , ta có  và 

Hệ phương trình (1) trở thành 

+ Hay là 


+ Biến đổi , hay là 


ta có , hay là 



+ Với , ta có . Cho nên .



+ Với  , ta có . Cho nên .


+ Thử lại và kết luận Hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm là  và .

	0,5 điểm * 8 ý (+)



Bài 3. (4 điểm)




 Cho các dãy số  với  và  với .


Chứng minh  với .
Hướng dẫn giải
	Câu
	Hướng dẫn nội dung
	Điểm

	Bài 6b. (4 điểm)
	


 + Xét riêng với n = 1, ta có  và . Như vậy .

	0,5 điểm

	
	
Bài toán phụ: Chứng minh bất đẳng thức  với mọi x dương.


+ Xét hàm số  trên khoảng 	

Đạo hàm 



Do đó  với mọi x dương.


+ Suy ra hàm số  đơn điệu giảm trên khoảng 

+ Mặt nữa, 




+ Cho nên hàm số  dương trên khoảng . Tức là , với .
	2,0 điểm

	
	

Áp dụng bất đẳng thức , với  như sau:


+ Lấy x là số từ nhiên dương  như sau: 




+ Cộng từng vế n bất đẳng thức trên (bỏ qua trung gian), ta có  với .


Suy ra[footnoteRef:2]  với . [2:  Thí sinh có thể quy nạp theo n để lời giải bài toán chặt chẽ hơn.] 

	1,25 điểm

	
	


+ Kết quả  với  và .
	0,25 điểm





Bài 4. (4 điểm)

 Trong mặt phẳng, xét tứ giác ABCD và điều kiện      (*)
1) Chứng minh Định lý: (*) là điều kiện cần và đủ để tứ giác ABCD ngoại tiếp được đường tròn.
2) Biết rằng ABCD có O là tâm đường tròn nội tiếp, I là trung điểm đoạn AC, K  là trung điểm đoạn BD. Chứng minh 3 điểm O, I và K thẳng hàng.
Hướng dẫn giải
	Câu
	Hướng dẫn nội dung
	Điểm

	Bài 4.1) (2 điểm)
	
Chứng minh Định lý:  là điều kiện cần và đủ để tứ giác ABCD ngoại tiếp được đường tròn.
+ Tứ giác ABCD ngoại tiếp được đường tròn (O), giả sử tiếp điểm là P, Q, R, S lần lượt của (O) với các cạnh AB, BC, CD và DA.


(Hình 1)
Áp dụng tính chất các tiếp tuyến của đường tròn từ một điểm ngoài đường tròn, ta có AS=AP đặt bằng a, BP=BQ đặt bằng b, CQ=CR đặt bằng c và DR=DS đặt bằng d.
Như vậy AB+CD= a + b + c + d và BC + DA = b + c + d + a

Do đó 
	0,5 điểm

	
	
 Ngược lại, xét tứ giác (lồi) có . 


+ Nếu AB=AD thì CD=BC, lúc này AC là trung trực đoạn BD, ta có ngay giao điểm O của AC với phân giác trong góc  (hoặc góc )  là tâm đường tròn nội tiếp tứ giác ABCD.
++ Khi AB khác CD, ta tìm điểm O cách đều 4 cạnh của tứ giác ABCD như sau:
[image: ]


Không mất tính tổng quát, ta giả sử được  khi đó 
Lấy điểm N trên cạnh AD sao cho AN = AB và điểm M trên cạnh CD sao cho CM=CB, 



Giả thiết  trở thành  suy ra 

Như vậy phân giác góc  cũng là trung trực đoạn BN,

phân giác góc  cũng là trung trực đoạn NM,

phân giác góc  cũng là trung trực đoạn MB,
Vì rằng các đường trung trực của tam giác MNB đồng quy tại O, suy ra ba đường phân giác trong của tứ giác ABCD đồng quy tại O, suy ra có điểm O cách đều 4 cạnh của tứ giác ABCD.
Vậy tứ giác ABCD ngoại tiếp được đường tròn.

	1,5 điểm

	Bài 4.2) (2 điểm)
	+ Biết I là trung điểm đoạn AC, K là trung điểm đoạn BD. Chứng minh 3 điểm O, I và K thẳng hàng.
Dùng lại minh họa ở Hình 1.





+ Xét tam giác OAB, có , suy ra  hay .


và có , suy ra . 

Cộng các kết quả này ta có                (1)
	0,25 điểm

	
	
+ Tương tự, xét tam giác OBC để có kết quả   (2),

xét tam giác OCD để có kết quả                      (3),

và xét tam giác ODA để có kết quả                 (4),


+ Đặt  và cộng các kết quả (1), (2), (3) và (4) từng vế ta có                                 (5)
	0,5 điểm

	
	
+ Đặt OP=OQ=OR=OS=r, xét phép quay tâm O, góc quay , chiều quay theo chiều các đỉnh của tứ giác ABCD, 


gọi  là véc tơ đơn vị cùng hướng với ,


  là véc tơ đơn vị cùng hướng với ;


  là véc tơ đơn vị cùng hướng với ;


và  là véc tơ đơn vị cùng hướng với 


+ Ta có:  suy ra  ,


 suy ra  ,


 suy ra  ,


và  suy ra  ,


+ Cộng các kết quả trên, ta có , chính là  (véc tơ KHÔNG)
	0,75 điểm

	
	
+ Vậy ,

Từ kết quả (5), ta có 


+ Biết I là trung điểm đoạn AC, K là trung điểm đoạn BD, nên ta có  và 

Suy ra 


có các véc tơ  và  cùng phương 
Vậy 3 điểm O, I và K thẳng hàng.
	0,25 điểm



Lưu ý: 
+ Tổ chấm thỏa thuận để chia ra các ý nhỏ đến 0,25 điểm
+ Mỗi ý nhỏ, nếu thí sinh lập luận không chặt chẽ thì cho 0,00 điểm
+ Thí sinh không được sử dụng máy tính bỏ túi trong quá trình làm bài, không được sử dụng các kết quả từ máy tính bỏ túi để trình bày bài giải (Nếu trái, tổ chấm đề nghị không chấm toàn bài thi)
+ Thí sinh có cách giải khác, nếu đúng và phù hợp logic toán thì cho điểm tối đa từng bài.
------------------------------ Hết --------------------------
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