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Câu 1 (5 điểm) : a) Cho dãy số thựcxác  định bởi       


Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn . Tìm  .


[bookmark: _GoBack]b) Cho dãy số thựcxác  định bởi       

.	Tìm  .

















Câu 2 (5 điểm): Trên các cạnh , của tam giác  lần lượt lấy hai điểm ,  Hai đoạn thẳng  và  cắt nhau tại  và hai đoạn thẳng  và cắt nhau tại  Đường tròn ngoại tiếp các tam giác  cắt nhau tại điểm thứ hai  và cắt cạnh  lần lượt tại  và 






a) Giả sử  và gọi lần lượt là hình chiếu vuông góc của lên và  Chứng minh rằng: 








b)  Giả sửvà cắt nhau tại  và đường thẳng  cắt đường thẳng  tại  Chứng minh ba điểm  và  thẳng hàng.




Câu 3(5 điểm): Cho tập hợp X có 2020 phần tử. Bạn An chia tập X thành 2 tập hợp  và  thỏa mãn bằng k cách khác nhau.  Tìm giá trị nhỏ nhất của k sao cho với 2 phần tử bất kỳ của X, luôn có ít nhất 1cách trong k cách chia mà bạn An chia chúng vào 2 tập hợp khác nhau.



Câu 4(5 điểm): Gọi  là số nguyên dương thỏa mãn điều kiện 
a) 

Giả sử tồn tại  thỏa mãn điều kiện trên. Chứng minh rằng:  là số nguyên tố.
b) 
Tìm tất cả các số nguyên dương  thỏa mãn điều kiện trên.

___________  Hết ___________
Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính bỏ túi.
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Môn thi: Toán 
(Ngày 21 tháng 9 năm 2020)



HƯỚNG DẪN CHẤM

(Đáp án, hướng dẫn này có   trang)

Yêu cầu chung

* Đáp án chỉ trình bày một lời giải cho mỗi bài. Trong bài làm của học sinh yêu cầu phải lập luận lô gic chặt chẽ, đầy đủ, chi tiết và rõ ràng.
* Trong mỗi bài, nếu học sinh giải sai ở bước giải trước thì cho điểm 0 đối với những bước giải sau có liên quan.
* Học sinh có lời giải khác đáp án (nếu đúng) vẫn cho điểm tối đa tuỳ theo mức điểm của từng bài.
* Điểm của toàn bài là tổng (không làm tròn số) của điểm tất cả các bài

	Câu
	Nội dung
	Điểm

	Câu 1a
	a) 
Cho dãy số thựcxác  định bởi




Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn . Tìm  .
	2.5

	
	
 Dễ thấy
	0,25

	
	
Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp 

 Thật vậy, 


Giảsử khi đó ta có  

Theo nguyên lý quy nạp Toán học, . 


Tóm lại ta đã chứng minh được 
	0,5

	
	
Ta sẽ chứng minh là dãy tăng bằng quy nạp.



 Ta có Giảsửkhiđó, do  ta có



Theo nguyên lý quy nạp Toán học,  là dãy tăng.
	0, 5

	
	
Dãytăng và bị chặn trên do đó dãy có giới hạn hữu hạn. 

Đặt


 Từchota được


	0,75


	
	

Với ta có





Từ đó       Kếtluận: dãy sốcó giới hạn hữu hạn và
	0, 5

	Câu 1b
	b) 
Cho dãy số thựcxác  định bởi 

      

.	Tìm  .
	2.5 

	
	

Với dãy được xác định ở câu 1a , ta sẽ chứng minh bằng phương pháp quy nạp rằng  

Thật vậy, với .

Giả sử  ta sẽ chứng minh



Ta có 





Theo nguyên lý quy nạp Toán học, 
	1,0

	
	
Bây giờ ta sẽ chứng minh bằng quy nạp  (*)

Ta có 

Giảsử (*) đúng đến n:  khi đó ta có 

 

Theo nguyên lý quy nạp Toán học, . 
	0,5

	
	
Suy ra (**)
Cho qua giới hạn của (**), áp dụng nguyên lý kẹp, ta có


	1,0

	Câu 2
	















 Trên các cạnh , của tam giác  lần lượt lấy hai điểm ,  Hai đoạn thẳng  và  cắt nhau tại  và hai đoạn thẳng  và cắt nhau tại  Đường tròn ngoại tiếp các tam giác  cắt nhau tại điểm thứ hai  và cắt cạnh  lần lượt tại  và 






a) Giả sử  và gọi lần lượt là hình chiếu vuông góc của lên và  Chứng minh rằng: 








b)  Giả sửvà cắt nhau tại  và đường thẳng  cắt đường thẳng  tại  Chứng minh ba điểm  và  thẳng hàng.

	5,0 

	Câu 2a
	
	2,0

	
	

Xét hai tam giác   và , ta có

 
	0,5

	
	

	0,5

	
	

Nên  suy ra  
	0,5

	
	


Mà  nên , suy ra 
	0,5

	
	[image: ]
	

	Câu 2b
	
	3,0 

	
	
Ta chứng minh  



Thật vậy, từ các tứ giác và  nội tiếp nên  



Suy ra tam giác  cân tại  nên 
	0,5

	
	
Ta chứng minh  







Xét và có  chung và từ tứ giác  nội tiếp nên , do đó  nên 
	0,5

	
	
Tương tự ta có 

Từ (1) và (2) suy ra 
	0,5

	
	



Áp dụng định lí Menelaus’  cho tam giác  với  thẳng hàng và tam giác  với  thẳng hàng ta được

  
	0,5

	
	
Từ (3) và (4) suy ra 
	0,5

	
	
Từ chứng minh trên ta có 





Theo định lí Ceva’s cho tam giác  suy ra  và  đồng quy tại   Do đó  thẳng hàng.
	0,5

	Câu 3
	


Cho tập hợp X có 2020 phần tử. Bạn An chia tập X thành 2 tập hợp  và  thỏa mãn bằng k cách khác nhau.  Tìm giá trị nhỏ nhất của k sao cho với 2 phần tử bất kỳ của X, luôn có ít nhất 1cách trong k cách chia mà bạn An chia chúng vào 2 tập hợp khác nhau.
	5,0

	
	Xét bài toán tổng quát với  |X| = 2n.

 Ta chứng minh bằng quy nạp theo k khẳng định sau: “Nếu |X| = 2n thỏa mãn bất đẳng thức  thì k là số cách chia tập X nhỏ nhất thỏa mãn bài toán”. (1)
	1,0

	
	
* Với . Khi đó |X| =  2.  Rõ ràng An chỉ cần một cách chia tập X  là có hai phần tử ở hai tập khác nhau.


* Với . Khi đó 2. Giả sử 4 phần tử của X là a, b, c, d. An có thể chia hai lần thỏa mãn yêu cầu là (a, b), (c, d) và (a, c), (b, d). Với chỉ 1 cách chia thì không thể thỏa mãn yêu cầu bài toán.
Nên (1) đúng với k =1, k =2.
	1,0

	
	
* Giả sử khẳng định (1) đúng với k, nghĩa là nếu thì k là số lần chia nhỏ nhất thỏa mãn.

Ta chứng minh (1) đúng với  










Thật vậy, giả sử 2n phần tử thỏa mãn  Ta chia chúng thành hai nhóm với số phần tử tương ứng là  và và đánh số mỗi phần tử trong tập X1 là 1, 2, …, s và mỗi phần tử trong tập X2 là  Theo giả thiết quy nạp, mỗi tập X1 và X2 đều có thể chia thành các tập con không giao nhau và có số phần tử bằng nhau sao cho sau k lần chia thì với hai phần tử bất kì (trong mỗi tập con), đã có ít nhất một lần chia chúng nằm trong hai tập khác nhau. Không mất tính tổng quát, ta giả sử trong cách chia thứ k, An chia được mỗi tập Xi thành 2 tập Ai và Bi, trong đó tập  các tập Ai là  và , . Khi đó trong cách chia thứ , An chia tập X thành hai tập, trong đó tập A gồm  và . Ta kiểm tra được, với hai phần tử bất kì đã có ít nhất một cách chia nào đó chúng ở hai tập khác nhau.
Vậy khẳng định được chứng minh.
	2,0

	
	
 Với 2n = 2020 người, ta có  nên suy ra số lần sắp xếp ít nhất là 11.

	1,0

	Câu 4
	

Gọi  là số nguyên dương thỏa mãn điều kiện 
a) 

Giả sử tồn tại  thỏa mãn điều kiện trên. Chứng minh rằng:  là số nguyên tố.
b) 
Tìm tất cả các số nguyên dương  thỏa mãn điều kiện trên.
	5,0

	Câu 4a
	
	2,0 

	
	




Giả sử  là số nguyên dương thỏa mãn điều kiện  mà  không phải là số nguyên tố tức là  là hợp số; do đó nó có ước nguyên tố là  và[image: ]
Ta xét hai trường hợp như sau:


Trường hợp 1:  có ước là số nguyên tố  





Vì  nên ,  và  là số lẻ,  do đó  




Suy ra   do đó  nên   hay   , trái với giả thiết.
	1,0

	
	

Trường hợp 2:  chỉ có ước là số nguyên tố 



Vì   nên , với  




Hơn nửa  thì , do đó  với , trái với giả thiết. 



Vậy  là số nguyên dương thỏa mãn điều kiện thì là số nguyên tố.
	1,0

	Câu 4b
	
	3,0

	
	

Với  là các số nguyên dương thỏa mãn ,  vì khi đó 
	0,5

	
	


Xét  là số nguyên dương thỏa mãn điều kiện , khi đó theo chứng minh ở câu a ta có  là số nguyên tố lớn hơn 3.




Đặt   từ điều kiện suy ra  

 Theo định lí wilson’s với [image: ] là số nguyên tố thì  


Vì vậy hay 









Từ (1) và (2) suy ra 


Từ (1) và (3) suy ra 
	0,5

	
	
Nếu n lẻ, từ (4) suy ra  

Từ đó suy ra 
	0,5

	
	
Nếu n chẵn, từ (4) suy ra  

Từ đó suy ra 
	0,5

	
	Thử lại



+Với  thì theo định lí wilson’s  thì  nên n=6 thỏa mãn 



+ Với  thì , khi đó ta có 
 nên n=14 thỏa mãn 
	

0,5


	
	


+Với  thì , khi đó ta có 
nên n=11không thỏa mãn 

Vậy  là các giá trị  của n cần tìm là .
	0,5
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