 SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO          KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN HỌC SINH GIỎI THPT
 THÀNH PHỐ HỒ CHÍ MINH                                NĂM HỌC 2021 - 2022
                                                     MÔN: TOÁNĐỀ CHÍNH THỨC
(Đề thi có 1 trang)           


                                                             Ngày thi thứ hai: 29 tháng 12 năm 2021
                                                                            Thời gian làm bài: 180 phút (không kể thời gian phát đề)
	

Bài 5. (5 điểm) 




Cho số nguyên dương  và tập hợp  Một tập hợp con của  được gọi là tập cân nếu trong tập đó số các số chẵn bằng số các số lẻ (quy ước tập rỗng là tập cân). Chứng minh rằng có tất cả  tập cân.
Bài 6. (5 điểm)

          Xét hàm số  khác hằng thỏa mãn điều kiện


 với mọi 

a) Chứng minh rằng  



b) Chứng minh rằng  là hàm số đồng biến trên  Từ đó, tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn đề bài.
Bài 7. (5 điểm)





Giả sử  là số nguyên dương lớn hơn  thỏa mãn  và  có cùng tập ước nguyên tố (trong đó  là hàm Euler).


a) Chứng minh rằng  là hợp số và  

b) Chứng minh rằng  



( là ước chung lớn nhất của  và )
Bài 8. (5 điểm) 











Cho tam giác  nhọn, không cân có trực tâm và đường tròn nội tiếp  tiếp xúc với các cạnh  lần lượt tại  Gọi  lần lượt là trung điểm của các cạnh  Các đường thẳng qua  theo thứ tự song song với  cắt  lần lượt tại các điểm  

a) Chứng minh rằng  


b) Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác  đi qua  
HẾT

Họ và tên thí sinh: ...........................................................................................; Số báo danh: .....................
ĐÁP ÁN NGÀY THI THỨ HAI
Bài 5. (5 điểm) 




Cho số nguyên dương  và tập hợp . Một tập hợp con của  được gọi là tập cân nếu trong tập đó số các số chẵn bằng số các số lẻ (quy ước tập rỗng là tập cân). Chứng minh rằng có tất cả  tập cân.
Lời giải. 





Với mỗi tập hợp , ta kí hiệu  là tập hợp gồm các số tự nhiên lẻ trong  và  là tập hợp gồm các số tự nhiên chẵn trong .  





Gọi  là tập hợp gồm tất cả các tập cân và  là tập hợp gồm tất cả các tập con có  phần tử của . Ta xây dựng ánh xạ   thỏa mãn


 với mọi .



( ).	(2 điểm)

Ta chứng minh  là song ánh.


Thật vậy, với  giả sử . Khi đó ta có




(vì  chỉ chứa các số lẻ,  chỉ chứa các số chẵn).



Suy ra , suy ra . Do đó  là đơn ánh. 	(1 điểm)


Lấy , đặt  , ta có 




Suy ra  Từ đó, ta có .



Suy ra  là toàn ánh. Do đó  là song ánh. Vậy  . 	(2 điểm)

Chú ý: Nếu thí sinh tính ra  thì cho 2 điểm ý này.


Bài 6. (5 điểm)

          Xét hàm số  khác hằng thỏa mãn điều kiện


 với mọi 

a) Chứng minh rằng  



b) Chứng minh rằng  là hàm số đồng biến trên  Từ đó, tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn đề bài.
Lời giải.

a) Thay  vào phương trình đã cho thì ta có 


    


Thay  vào đẳng thức , ta có 

                              . 	(0,5 điểm)

Như thế thì   và

.(0,5 điểm)


Thay  vào đẳng thức ta có 

            	(0,5 điểm)
Từ đó ta suy ra 




Nếu  thì rõ ràng  là hàm hằng, không thỏa. 



Vì thế  nên  Suy ra 	(0,5 điểm)


b) Ta có  và  trở thành


  


Ngoài ra  và  




Từ xét  thì chọn , ta có ngay  nên 

,


điều này chứng tỏ  là hàm đồng biến trên  	(1 điểm)



Thay  vào đề bài ta được  nên .





Thay  và  vào  thì , nghĩa là . 


Thay  vào đề bài ta được  nên 



Từ đây suy ra  Do vậy 


                 với mọi  dương. 	





Từ đây suy ra được  với mọi số nguyên dương  và số thực dương  nên  với mọi số nguyên dương . 	(1 điểm)



Với  thay  vào  ta được  


 nên 






Do đó  với mọi  Kết hợp với tính chất  là một hàm tăng ngặt trên  ta có ngay  với mọi số thực dương . Thử lại ta thấy thỏa mãn.


Vậy  với mọi số thực dương  là hàm số duy nhất cần tìm. 	(1 điểm)
Bài 7. (5 điểm)





Giả sử  là số nguyên dương lớn hơn  thỏa mãn  và  có cùng tập ước nguyên tố (trong đó  là hàm Euler).


a) Chứng minh rằng  là hợp số và  

b) Chứng minh rằng  



( là ước chung lớn nhất của  và )
Lời giải. 








a) Đặt  Nếu  là số nguyên tố thì  nên . Từ đó suy ra  và  có cùng tập ước nguyên tố. Suy ra  chia hết cho  vô lý. 

Do đó,  phải là hợp số.	(1 điểm)




Suy ra  nên  chẵn, kéo theo  lẻ và  cũng lẻ. 




Giả sử  thì để ý  nên  vô lý do 


Do đó  và dẫn đến  	(1 điểm)











b) Gọi  là ước nguyên tố nhỏ nhất của  thì  Khi đó các số  không nguyên tố cùng nhau với  nên  Suy ra  chia hết cho . Lại có  chia hết cho  nên . 	(1,5 điểm)

Suy ra  Từ đó, theo định lý Fermat nhỏ thì 

.












Gọi  là cấp của  modulo  thì  và  nên , điều này có được do  là ước nguyên tố nhỏ nhất của  Từ đó  nên  hay  Suy ra 	(1,5 điểm)


Bài 8. (5 điểm) 











Cho tam giác  nhọn, không cân có trực tâm và đường tròn nội tiếp  tiếp xúc với các cạnh  lần lượt tại  Gọi  lần lượt là trung điểm của các cạnh  Các đường thẳng qua  theo thứ tự song song với  cắt  lần lượt tại các điểm  

a) Chứng minh rằng  


b) Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác  đi qua  
Lời giải.
[image: ]












a) Gọi  là điểm đối xứng của  qua  và  là tâm đường tròn bàng tiếp đỉnh  của tam giác  Gọi  là hình của  xuống cạnh  thì theo tính chất quen thuộc,  nghĩa là  là trung điểm của  	(1 điểm)









Mặt khác, tồn tại phép vị tự  tâm  tỷ số  biến  thành  mà  và  và  nên  là ba điểm thẳng hàng. 








Do  lần lượt là trung điểm của  và  nên , nghĩa là  Từ đó, kết hợp với  ta có ngay  là hình bình hành nên  	(1 điểm)








b) Từ  lần lượt vẽ các đường thẳng song song với  cắt nhau tạo thành tam giác  Gọi  là tâm đường tròn nội tiếp tam giác  và  lần lượt là tiếp điểm của đường tròn  với các cạnh  Suy ra 


 và 






Gọi  là trọng tâm tam giác  thì vì  là hình bình hành nên ; từ đó, dễ thấy  cũng là trọng tâm của tam giác   	(1 điểm)



Xét phép vị tự  tâm  tỷ số  biến 


 và 








Suy ra  nên tứ giác  là hình chữ nhật, do đó  thuộc đường tròn đường kính   Chứng minh tương tự thì  cũng thuộc đường tròn đường kính . Vậy  đi qua   	(2 điểm)
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