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Câu 5 (7 điểm). 
a. 

Tìm tất cả các đa thức  có hệ số nguyên thỏa mãn với mọi số nguyên dương 





và mọi số nguyên  thì  chia hết cho  với  có  cặp ngoặc đơn. 
b. 

Tìm tất cả các số nguyên dương  sao cho  là một số nguyên.





Câu 6 (7 điểm). Cho tam giác  nội tiếp đường tròn   Đường tròn  qua  cắt  





              cạnh   và  tại  và  tương ứng. Đường tròn ngoại tiếp tam giác cắt 


            đường tròn  tại điểm thứ hai là . 





[bookmark: _GoBack]        a.  Gọi   và   là giao điểm thứ hai của  và  với . Chứng minh rằng các     

            đường thẳng  đồng quy.




        b.  Giả sử  cắt  tại . Gọi  lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 



             và tam giác .  Chứng minh đường thẳng  đi qua trực tâm của tam giác   

            
 

Câu 7 (6 điểm).  Cho 2n điểm phân biệt trong không gian (với ) sao cho  trong  chúng  
            không có ba điểm nào thẳng hàng và không có bốn điểm nào cùng nằm trên một mặt  

            phẳng.  Xét  đoạn thẳng bất kì, mỗi đoạn có hai đầu mút là 2 trong số 2n điểm 
            trên. Chứng minh rằng:

        a.  Có ít nhất 1 tam giác được tạo thành từ  đoạn thẳng trên.


        b.  Có ít nhất  tam giác được tạo thành từ  đoạn thẳng trên.


                                     HẾT

· Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay;
· Giám thị không giải thích gì thêm.

         Họ và tên thí sinh:………………………………….Số báo danh:…………
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HƯỚNG DẪN CHẤM
- Mọi cách làm khác đáp án, nếu đúng đều cho điểm tương ứng;
- Các giám khảo thống nhất để chia điểm đến 0,25 hoặc 0,5 (nếu thấy cần thiết).

	Câu 5
	Nội dung
	Điểm

	Câu 5a
3.5đ
	

Giả sử tồn tại đa thức thỏa mãn bài toán, khi đó ta có



Chọn                 

      
	
1.0

	
	
TH1: 

 Khi đó  
Điều này mâu thuẩn với  (*).
	0.5

	
	
TH2: 


Đặt .  Ta có: 

	0.5

	
	
+)   nguyên dương. Vô lý.

	0,5

	
	
+)    Thử lại thỏa mãn.

	0.5

	
	
+)  


Xét Khi đó  Vô lý

 Vậy 
	0.5





	Câu 5b
3.5đ
	
Giả sử tồn tại số nguyên dương  thỏa mãn bài toán.

+) Khi đó .			(1)
	
0.5


	
	




Nếu  chẵn thì  chẵn và  lẻ nên không thỏa mãn, do đó phải có  lẻ, suy ra  lẻ.

+) Kiểm tra được  thỏa mãn. 
	
0,5

	
	


+) Xét  thì .




Gọi  là ước nguyên tố nhỏ nhất của , ta có  lẻ và .


Khi đó theo Định lí Fermat nhỏ ta có  và từ (1) ta cũng có 
	
0,5

	
	

Đặt . Khi đó .



Suy ra  là một ước nguyên dương của  và nhỏ hơn . 

	1

	
	






Do đó, nếu  thì  có ước nguyên tố  nào đó, dẫn tới  là ước nguyên tố của  và , điều này mâu thuẫn với tính nhỏ nhất của .

	0.5

	
	

Vậy phải có , tức là .

+) Mà , vô lí.

Vậy chỉ có duy nhất  thỏa mãn bài toán.
	0.5

	
Câu 6a
3.5đ
	
[image: ]


	
	


+) Ta có  .  Suy ra 

Ta cũng dễ dàng chứng minh được .
Suy ra BQCP là hình thang cân.
	1.0

	
	Gọi M là giao điểm của BQ và CP, suy ra OM  là trung trực CQ, 
suy ra OM vuông góc EF. 
	1.0

	
	
Ta có , suy ra AO vuông góc EF.
	1.0

	
	
 Suy ra A, O, M thẳng hàng. Suy ra các đường thẳng  đồng quy

	0.5

	Câu 6b
3.5 đ
	Xét 3 đường tròn (AEF), (O) và (J) ta có
AD là trục đẳng phương của (AEF) và (O), EF là trục đẳng phương của (AEF) và (J), BC là trục đẳng phương của (O) và (J).

Suy ra AD, EF, BC đồng quy tại K. Dễ thấy tứ giác KBFD nội tiếp 
	
1.0

	
	


Ta có A và D đối xứng nhau qua , F và D đối xứng nhau qua , B và D đối xứng nhau qua .
	
1.0

	
	

Mà F, A, B thẳng hàng nên D thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác  và đường thẳng AB là đường thẳng Steiner của điểm D đối với tam giác .
	1.0

	
	

Theo tính chất đường thẳng Steiner thì AB đi qua trực tâm của tam giác . Ta có điều chứng minh
	
0.5

	Câu 7a
2.5đ
	Ta chứng minh bài toán bằng phương pháp quy nạp theo n.
+) Với [image: ], có 4 điểm và có 5 đoạn thẳng được nối.  Nếu nối tất cả các đoạn thẳng thì có 6 đoạn và tạo thành 4 tam giác. Mỗi đoạn là cạnh chung của đúng 2 tam giác vì vậy nếu bỏ đi 1 cạnh thì có đúng 2 tam giác bị bỏ, nghĩa là còn 2 tam giác nữa được tạo bởi 5 đoạn. Suy ra n=2 đúng.

	
1.0

	
	+) Giả sử bài toán đúng với [image: ] với  k  là số nguyên dương lớn hơn 1.


+) Với , xét [image: ] điểm [image: ] và [image: ] đoạn thẳng được nối các điểm đó. Xét 2 điểm được nối với nhau thành một đoạn trong [image: ] đoạn trên, giả sử là . 
Nếu có 1 điểm khác nối với cả 2 điểm này thì tồn tại 1 tam giác (ba cạnh tam giác này nằm trong  [image: ] đoạn trên)
	


1.0

	
	
Nếu không thì với mỗi điểm chỉ nối với đúng 1 trong 2 điểm  , suy ra có nhiều nhất [image: ] đoạn thẳng có đầu mút là 1 trong 2 điểm này, nghĩa là với [image: ] điểm còn lại có ít nhất [image: ] đoạn. Theo giả thiết quy nạp thì tồn tại ít nhất 1 tam giác được tạo từ [image: ] đoạn này, ta có điều phải chứng minh.

	

1.0

	Câu 7b
3.5đ
	 Ta  quy nạp theo n.
+) Với [image: ], có 4 điểm và 5 đoạn thẳng nối giữa các cặp điểm. Nếu nối tất cả các đoạn thẳng thì có 6 đoạn và tạo thành 4 tam giác. Mỗi đoạn là cạnh chung của đúng 2 tam giác vì vậy nếu bỏ đi 1 cạnh thì có đúng 2 tam giác bị bỏ, nghĩa là còn 2 tam giác nữa được tạo bởi 5 đoạn.
+) Giả sử bài toán đúng với [image: ] với k là số nguyên dương lớn hơn 1.

+) Với , Xét [image: ] điểm [image: ] và [image: ] đoạn thẳng được nối. Theo câu a, tồn tại ít nhất 1 tam giác được tạo thành, giả sử đó là [image: ].


	



0.5

	
	Xét tập [image: ] và với mỗi [image: ] xét tập [image: ] gồm các điểm trong S và được nối với [image: ].    Nếu [image: ] thuộc [image: ] thì tồn tại tam giác [image: ].

Suy ra số tam giác không kể  được tạo thành ít nhất là [image: ].
Theo nguyên lí bù trừ ta có
[image: ]
Hay [image: ] (Do [image: ] và [image: ])
	


1.0

	
	Nếu [image: ] thì [image: ], ta có điều phải chứng minh.
Giả sử [image: ], hay
                 [image: ]
Theo nguyên lí Dirichle, có ít nhất 1 trong các số [image: ] nhỏ hơn [image: ], giả sử đó là [image: ], suy ra

                    .

	



1.0

	
	

Nếu bỏ đi 2 điểm [image: ] và [image: ] thì số đoạn thẳng bị bỏ đi nhiều nhất là  nghĩa là còn lại ít nhất 
Theo giả thiết quy nạp thì với [image: ] điểm còn lại, nối [image: ] đoạn thì có ít nhất [image: ] tam giác được tạo thành. Vậy có ít nhất [image: ] tam giác được tạo thành (k tam giác này và tam giác [image: ].  Theo nguyên lí quy nạp, ta có điều phải chứng minh.
 
	


0.5




HẾT
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