	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
LẠNG SƠN
	
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN CỦA TỈNH THAM DỰ 
KỲ THI CHỌN HSG QUỐC GIA NĂM HỌC 2023-20242 (Vòng 2)

	ĐỀ CHÍNH THỨC

	
	
Môn thi: TOÁN
Thời gian: 180 phút (không kể thời gian giao đề)
Ngày thi thứ nhất
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Câu 1 (5,0 điểm). Cho dãy số  xác định bởi . Chứng minh rằng  có giới hạn, tìm .






Câu 2 (5,0 điểm). Xét các đa thức  với hệ số thực thỏa mãn tính chất " Với bất kì hai số thực  luôn có:  khi và chỉ khi ”. Ta gọi  là tập tất cả các đa thức thỏa mãn điều kiện ở trên. 




a) Hãy chứng minh rằng họ đa thức  với  và đa thức  cùng thuộc vào tập . 



b) Giả sử rằng  và . Chứng minh rằng  là hàm số chẵn. 









Câu 3 (5,0 điểm). Cho tam giác có đường tròn nội tiếp tâm  tiếp xúc với  lần lượt tại . Giả sử  lần lượt là giao điểm của các đường thẳng  với  tương ứng.

a) Chứng minh rằng  thẳng hàng. 













b) Lấy các điểm  lần lượt đối xứng với  qua  tương ứng. Đường tròn bàng tiếp tâm  ứng với đỉnh của tam giác  tiếp xúc với  tại ; gọi  là điểm đối xứng với  qua . Chứng minh  tiếp xúc với .

Câu 4 (5,0 điểm). Một trường có 2007 nam và 2007 nữ. Mỗi học sinh tham gia không quá 100 câu lạc bộ; biết rằng bất kì hai bạn khác giới (1 nam và 1 nữ) tham gia ít nhất cùng một câu lạc bộ. Chứng minh rằng tồn tại một câu lạc bộ bao gồm ít nhất 11 nam và 11 nữ.


----------- Hết -----------

Họ và tên thí sinh: …………………………………………………… Số báo danh: …………...........


Chữ ký CBCT số 1:………………................Chữ ký CBCT số 2…..............................………...........
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Môn thi: TOÁN
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Câu 5 (7,0 điểm). Gọi  là tập hợp tất cả các hàm số  thỏa mãn


, với mọi số thực  
a) 

Chứng minh rằng nếu  thì  là hàm số tăng ngặt.
b) 
Chứng minh rằng  chỉ có duy nhất một phần tử là hàm số đa thức bậc nhất.

Câu 6 (6,0 điểm). 
a) 

Chứng minh rằng có vô số các số nguyên  thỏa mãn điều kiện . 
b) 

Tìm tất cả các số nguyên tố  sao cho tồn tại số nguyên dương  thỏa mãn












Câu 7 (7,0 điểm). Cho tam giác  vuông tại  và  là hình chiếu vuông góc của  lên . Gọi  lần lượt là tâm nội tiếp các tam giác . Gọi là trung điểm của .
a) 

Chứng minh rằng  là đường thẳng Euler của tam giác .  
b) 















Vẽ đường tròn tâm  đường kính , gọi  là trung điểm của cung  chứa điểm . Gọi  lần lượt là giao điểm của  với ; gọi  là giao của  với ; J là giao điểm thứ hai của đường tròn ngoại tiếp tam giác  với đường tròn tâm  đường kính . Chứng minh rằng  đi qua trung điểm của .


----------- Hết -----------

Họ và tên thí sinh: …………………………………………………… Số báo danh: …………...........


Chữ ký CBCT số 1:………………................Chữ ký CBCT số 2…..............................………...........
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HƯỚNG DẪN CHẤM MÔN TOÁN
NGÀY THI THỨ NHẤT
(Hướng dẫn chấm gồm 04 trang)
Chú ý: Những cách giải khác HDC mà đúng thì cho điểm theo thang điểm đã định. 
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	1
(5đ)
	



Câu 1. Cho dãy số  xác định bởi . Chứng minh rằng  có giới hạn, tìm . 
	

	
	

Bằng quy nạp ta chứng minh được  với mọi .
	1,0

	
	


Giả sử , ta có  và  là nghiệm của phương trình





 
	1,0

	
	


Xét hàm số  thì  và 

Có 
	1,0

	
	Theo định lý Lagrange




 với  nằm giữa  và 


 khi 
	1,0

	
	

Theo nguyên lý kẹp suy ra  hay 
	1,0

	2
(5đ)
	




Câu 2. Xét các đa thức  với hệ số thực thỏa mãn tính chất " Với bất kì hai số thực  luôn có:  khi và chỉ khi ”. Ta gọi  là tập tất cả các đa thức thỏa mãn điều kiện ở trên. 
a) 



Hãy chứng minh rằng họ đa thức  với  và đa thức  cùng thuộc vào tập . 
b) 


Giả sử rằng  và . Chứng minh rằng  là hàm số chẵn. 

	

	
	Lời giải: 
a)




+ Với , ta giả sử rằng  với bất kì số thực  nào đó, thế thì 




ở dấu bất đẳng thức nhất có dấu bằng khi , ở dấu bất đẳng thức thứ hai có dấu bằng xảy ra khi , do đó dấu bằng dãy bất đẳng thức trên sẽ không đồng thời thể xảy ra, tức là ; điều này nghĩa là  thỏa mãn bài toán. 
	1,5

	
	

+ Với , chú ý rằng với mọi cặp số thực  thì 

 



Chú ý tính đối xứng của  nên , vậy từ (*) và (**) ta suy ra . 
	1,5

	
	



b) Để ý rằng  khi và chỉ khi  ; ở bất đẳng thức thứ hai đúng với  thì đúng với . 






Do đó, ta có (***) với bất kì cặp số . Chú ý rằng bất đẳng thức thứ nhất và thứ 3 trong dãy (***) tương đương với nhau và xét ,với , thế thì ta được  (****) với mọi . 
	1,0

	
	




Bây giờ ta chỉ ra rằng “tồn tại vô hạn số thực  sao cho một trong hai bất đẳng thức  (1) hoặc  (2) là đúng”. Chú ý ta chỉ cần (1) hoặc (2) là đúng nên ta có thể giả sử rằng đa thức  có hệ số của  là không âm. 



Khi đó ; vì nên . Vậy thì




 với , vậy thì chỉ cần lấy  dương đủ nhỏ thì rõ ràng là . 
	0,5

	
	










Với vô hạn các giá trị  thỏa mãn, kết hợp với (****) thì  tức là  với vô hạn giá trị của . Xét đa thức  là đa thức chứa toàn bộ các hệ số bậc lẻ của , đa thức này có vô hạn nghiệm, do đó , khi đó tất cả các hệ số bậc lẻ của  bằng 0, hay là  tức là  là hàm số chẵn. 
	0,5

	3
(5đ)
	






Câu 3. Cho tam giác có đường tròn nội tiếp tâm  tiếp xúc với  lần lượt tại . Giả sử  lần lượt là giao điểm của các đường thẳng  với  tương ứng.

a) Chứng minh rằng  thẳng hàng. 













b) Lấy các điểm  lần lượt đối xứng với  qua  tương ứng. Đường tròn bàng tiếp tâm  ứng với đỉnh của tam giác  tiếp xúc với  tại ; gọi  là điểm đối xứng với  qua . Chứng minh  tiếp xúc với .
	

	
	[image: ]
Lời giải: 






a) Chú ý các điểm  nằm ngoài các đoạn thẳng , áp dụng định lí Menelaus cho tam giác  với cát tuyến  thì ta có , tương tự cho các cát tuyến khác thì ta được . 
	


















1,0

	
	


Do đó, chú ý rằng , ta có , theo định lí Menelaus đảo thì suy ra  thẳng hàng. 

	1,0

	
	






b) Gọi  là giao của  với , dễ dàng thấy rằng  thẳng hàng qua phép vị tự tâm  biến  thành .






Chú ý rằng . Ta có  nên , suy ra  là tâm vị tự của hai đường tròn . Theo tính chất phép vị tự thì dễ thấy . 
	1,0

	
	





Tứ giác  điều hòa nên qua phép chiếu tâm  thì biến thành  tức là  là tiếp tuyến của  nên . 




Vậy thì  tức là nên  là tiếp tuyến của , suy ra (*). 
	1,0

	
	




Dễ thấy rằng và , do đó  nên   là trung trực của . 













Tam giác cân nên , suy ra , kết hợp với (*) suy ra  tức là  là phân giác . Do đó, theo tính chất quen thuộc thì phân giác  cắt trung trực  tại  nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác , tức là  nội tiếp và tiếp xúc với  tại . 
	1,0

	4
(5đ)
	Câu 4. Một trường có 2007 nam và 2007 nữ. Mỗi học sinh tham gia không quá 100 câu lạc bộ; biết rằng bất kì hai bạn khác giới (1 nam và 1 nữ) tham gia ít nhất cùng một câu lạc bộ. Chứng minh rằng tồn tại một câu lạc bộ bao gồm ít nhất 11 nam và 11 nữ.
	

	
	Lời giải.
Giả sử ngược lại, thế thì mỗi câu lạc bộ nhiều nhất gồm 10 nam hoặc nhiều nhất là 10 nữ. 


Gọi  số là bộ   trong đó m: 1 nam, f: 1 nữ và c: 1 câu lạc bộ.
	1,0

	
	

Theo giả thiết 1 nam và 1 nữ tham gia ít nhất 1 câu lạc bộ nên số bộ 3 đó lớn hơn số cặp   nên ta có  (1). 
	1,0

	
	

Gọi  là tập các câu lạc bộ mà câu lạc bộ có nhiều nhất 10 nam,  là tập các câu lạc bộ mà câu lạc bộ có nhiều nhất 10 nữ.
	1,0

	
	





Số bộ  với  nhiều nhất là  , và số bộ  với  nhiều nhất là .
	1,0

	
	
Vì thế mà  (2). Từ (1) và (2) suy ra điều vô lí. Vậy điều giả sử sai, tức là khẳng định của bài toán là đúng.
	1,0






----------- Hết -----------
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HƯỚNG DẪN CHẤM MÔN TOÁN 
NGÀY THI THỨ HAI
(Hướng dẫn chấm gồm 04 trang)
Chú ý: Những cách giải khác HDC mà đúng thì cho điểm theo thang điểm đã định. 


	Câu
	Nội dung
	Điểm

	5
(7đ)
	

Câu 5. Gọi  là tập hợp tất cả các hàm số  thỏa mãn 


, với mọi số thực 


a) Chứng minh rằng nếu  thì  là hàm số tăng ngặt.

b) Chứng minh rằng  chỉ có duy nhất một phần tử là hàm số đa thức bậc nhất. 
	

	
	Lời giải.

a) Trước hết ta chứng minh  là đơn ánh. 



Cho  thay vào  thì ta được . 



Do đó, nếu ta lấy  thì suy ra ngay  tức là  là đơn ánh. 
	1,0

	
	


Cố định phần tử , dễ thấy rằng hàm số   là đơn ánh vì  là đơn ánh. 



Do đó,  với mọi  và . 



Đặt , ta có  hay là 
	1,0

	
	





Chú ý rằng  là các số thực dương tùy ý và , do đó vế phải  tức là  là hàm đơn điệu không giảm, hơn nữa vì  là đơn ánh nên  là hàm số tăng ngặt. 
	1,0

	
	


b) Trước hết ta chỉ ra rằng tồn tại các hằng số  sao cho  với mọi . 







Vì  là đơn điệu trên miền , chú ý rằng miền này chặn dưới bởi , nên theo nguyên lí giới hạn thì với mọi  luôn tồn tại . Đặt , chú ý rằng . 
	1,0

	
	










Cố định phần tử bất kì  và lấy giới hạn hai vế của  khi  thì ta được , khi đó ta đạt được  hay là  , chú ý rằng nếu  thì  với  bất kì là vô lí, do đó , tức là , mệnh đề được chứng minh. 
	1,0

	
	


Bây giờ ta chỉ ra rằng chỉ có duy nhất hàm  thỏa mãn bài toán. Ta thay  vào (*) thì suy ra 


, với mọi  (**).
	1,0

	
	



Điều kiện (**) chỉ đúng nếu như các hệ số của biến  bằng 0, nghĩa là . Do đó, tập  chứa duy nhất phần tử .
	1,0

	6
(6đ)
	Câu 6. 


a)  Chứng minh rằng có vô số các số nguyên  thỏa mãn điều kiện . 


b) Tìm tất cả các số nguyên tố  sao cho tồn tại số nguyên dương  thỏa mãn


	

	
	Lời giải
a) Ta có 





	1,0

	
	





Nếu  là số lẻ, và giả sử , hay , ta có  với mọi . Nên 
	1,0

	
	
Lại có: 

Vậy 
	1,0

	
	

b)  (1)


suy ra  hoặc 




Nếu  suy ra , và do đó  hay  là mâu thuẫn



Vậy  hay  (2). Thay vào (1) ta được  (3)
	1,0

	
	

Mặt khác  suy ra 

Không mất tính tổng quát, giả sử 



Vì  nên  hay 



Mà  nên , suy ra 




Cũng từ  và  suy ra , suy ra 

Vậy 
	1,0

	
	







Nếu , từ (2) suy ra  và kết hợp (3) suy ra   suy ra  hay  vây  và 



Nếu , từ (2) suy ra  và kết hợp (3) suy ra 





 suy ra  hay  vây  và 


Vì vai trò của  như nhau nên các số cần tìm là 
	1,0

	7
(7đ)
	








Câu 7. Cho tam giác  vuông tại  và  là hình chiếu vuông góc của  lên . Gọi  lần lượt là tâm nội tiếp các tam giác . Gọi là trung điểm của .
c) 

Chứng minh rằng  là đường thẳng Euler của tam giác .  
d) 















Vẽ đường tròn tâm  đường kính , gọi  là trung điểm của cung  chứa điểm . Gọi  lần lượt là giao điểm của  với ; gọi  là giao của  với ; J là giao điểm thứ hai của đường tròn ngoại tiếp tam giác  với đường tròn tâm  đường kính . Chứng minh rằng  đi qua trung điểm của . 
	

	
	Lời giải:
[image: ]
	













	
	



a) Dễ thấy các bộ ba điểm  thẳng hàng, gọi  cắt  tương ứng tại . 

Dễ chỉ ra  nên I là trực tâm tam giác AEF. 


Dễ thấy  nên IA là tiếp tuyến chung của (ABE) và (ACF), suy ra  do đó tứ giác BEFC nội tiếp. 



Do đó, chú ý  nội tiếp,  suy ra  (1). 
	
1,0

	
	
Gọi R là giao của AI với EF, chú ý các tứ giác nội tiếp  và tính chất góc ngoài, ta có

 . 
	1,0

	
	



Gọi  là trung điểm của PQ  thì  là tâm Euler của tam giác AEF nên  là đường thẳng Euler của nó. Hơn nữa, theo (1) và định lí Thales thì suy ra I, M  thẳng hàng. Do đó, IM là đường thẳng Euler của tam giác AEF. 
	1,0

	
	b) 
[image: ]
	




















	
	





Dễ thấy rằng  nên suy ra  đồng quy tại  là trực tâm của  và  nội tiếp tức là . 
	1,0

	
	










Gọi  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác , gọi  đối xứng với qua , theo ý  thì  đi qua trung điểm  của , chú ý rằng  nên suy ra  tức là . 
	1,0

	
	






Gọi  là trung điểm của . Khi đó  nội tiếp đường tròn tâm . Các tứ giác  nội tiếp nên suy ra  đồng quy tại tâm đẳng phương .
	1,0

	
	








Xét tứ giác toàn phần  với  là tâm đường tròn  và  là giao của  với , vì , theo định lí Brocard suy ra  đi qua .
	1,0



----------- Hết -----------
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