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Lưu ý: Học sinh làm mỗi câu  trên 1 tờ giấy thi riêng.


Câu 1: Giải hệ phương trình  



Câu 2: Vé xe buýt có dạng  với . Một vé như trên thỏa mãn điều kiện  được gọi là vé hạnh phúc. Tính số vé hạnh phúc.


Câu 3: Cho n là  số nguyên dương lẻ và p là một ước nguyên tố lẻ của  . Chứng minh  chia hết cho 3.














[bookmark: _GoBack]Câu 4: Cho hai đường tròn cắt nhau tại  và  Các tiếp tuyến của  tại  cắt nhau tại  Gọi  là điểm trên đường tròn  nhưng ngoài đường tròn  Các đường thẳng  cắt đường tròn  tại lần lượt tại  Gọi  là trung điểm của đoạn thẳng  Chứng minh rằng:


		a) Các tam giác  và  đồng dạng với nhau.

		b)  thẳng hàng.

Câu 5: Cho hàm  thỏa mãn điều kiện:


 với mọi . (1)
a) Chứng minh f là đơn ánh
b) Tìm tất cả các hàm số thỏa  (1)
-------------------Hết-----------------

ĐÁP ÁN

Câu 1:  Giải hệ phương trình  

Điều kiện :   







                             (4đ)
Thay vào phương trình thứ hai của hệ ta có :

                     ( 2đ)


   (2đ)

, suy ra y = 4 thỏa điều kiện.
Kết luận : x = 1 , y = 4 là nghiệm của hệ                                                                          (2đ)



Câu 2:   Vé xe buýt có dạng  với . Một vé như trên thỏa mãn điều kiện  được gọi là vé hạnh phúc. Tính số vé hạnh phúc.
	Đáp án
	Điểm

	

Gọi  là số nghiệm của phương trình ;


	 là số nghiệm của phương trình .

	Ta có: 


	    	

	Đặt . 
	Khi đó, ta được: 

.



	Do đó, một bộ nghiệm của phương trình  sinh ra một bộ nghiệm của phương trình  nên  .


	Tương tự, ta có:  nên .
	






4đ

	Bài toán trở thành: Tìm số nghiệm nguyên của phương trình:


,   (1)  với .

Gọi  là tập hợp các nghiệm nguyên, không âm của phương trình (1). 
Áp dụng bài toán chia kẹo Euler, ta được:.
Gọi  lần lượt là tập hợp nghiệm nguyên của phương trình (1) với các điều kiện:.

+ Xét : Đặt, ta được phương trình (1) trở thành:
,
với.
Áp dụng bài toán chia kẹo Euler, ta được:.
Tương tự, ta có: 

+ Xét : Đặt  ta được phương trình (1) trở thành:
,
với.
Khi đó, số nghiệm của phương trình trên là .
Tương tự, ta có:
Các trường hợp còn lại đều bằng 0.
Do đó: 
Ta tính được số vé xe buýt hạnh phúc là  =55252  (số).
	



1đ











2đ

2đ
1đ




Câu 3:  Cho n là  số nguyên dương lẻ và p là một ước nguyên tố lẻ của  . Chứng minh  chia hết cho 3.
	Đáp án
	Điểm

	

+ Do p là ước nguyên tố lẻ của  nên 



và n là  số lẻ  nên  là số chẵn suy ra  là số chính phương theo modulo p, tức là  
	2đ

	
+ Theo định lí tiêu chuẩn Euler, ta có 
	2đ

	
+ Theo luật tương hỗ Gauss, ta có 

                                
	2đ

	
+ Từ (1) và (2) ta suy ra 
	2đ

	

Nếu  thì 

Suy  ra   mâu thuẫn 


Mặt khác p khác 3 do vậy   suy ra  
	2đ
















Câu 4: Cho hai đường tròn cắt nhau tại  và  Các tiếp tuyến của  tại  cắt nhau tại  Gọi  là điểm trên đường tròn  nhưng ngoài đường tròn  Các đường thẳng  cắt đường tròn  tại lần lượt tại  Gọi  là trung điểm của đoạn thẳng  Chứng minh rằng:


		a) Các tam giác  và  đồng dạng với nhau.

	           b)  thẳng hàng.
	Hướng dẫn giải
	Điểm

	[image: ]
a) 
· 

Gọi  là trung điểm của đoạn thẳng  
· 

Vì  cùng thuộc đường tròn nên ta có 
	


2 đ






2 đ

	b) 
· 





Vì  là trung điểm của đoạn thẳng  và  là trung điểm của đoạn thẳng  nên liên hợp đẳng giác với 
· 






Mặt khác,  là giao điểm của các tiếp tuyến tại  của nên  là đường trung trực của tam giác  Điều đó có nghĩa là  liên hợp đẳng giác đối với 
· 
Do đó  thẳng hàng.
	
2 đ

  3 đ

  1 đ




Câu 5:  Cho hàm  thỏa mãn điều kiện:


 với mọi . (1)
a. Chứng minh  f  là đơn ánh
b. Tìm tất cả các hàm số thỏa  (1)
Lời giải.




a) Với  sao cho  suy ra . Do đó  là một don ánh.  .................4đ

Thay  vào phương trình ban đầu ta được:



                                                                                   (1)

Thay  vào phương trình ban đầu ta được:



Suy ra  là một toàn ánh.............................................................................................4đ



Do đó với mọi  thì tồn tại  sao cho . Từ đẳng thức (1) ta có:


. Vậy .................................2đ
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