	SỞ GD & ĐT THANH HÓA
TRƯỜNG THPT CHUYÊN LAM SƠN
ĐỀ THI CHÍNH THỨC

	KỲ THI CHỌN ĐT HSGQG (CẤP TRƯỜNG) DỰ THI CHỌN         ĐT HSGQG (CẤP TỈNH) NĂM HỌC 2023 - 2024
                  Môn thi: Toán
                 Ngày thi: 10/9/2023


ĐÁP ÁN (gồm 5 trang)
Bài 5 (6,0 điểm)



Cho đa thức hệ số nguyên . Biết rằng  với mọi 

a) (2,5 điểm). Tính giá trị của .




b) (3,5 điểm). Giả sử thêm rằng  và gọi là một số nguyên tố sao cho , chứng minh đa thức  không phân tích được thành tích của 2 đa thức khác hằng và có hệ số nguyên
Lời giải:





a) Xét đa thức Ta có  và , hệ số bậc cao nhất của  bằng 1 nên  có dạng

 				,

Suy ra 			. (1,0 điểm).

Thay lần lượt   vào biểu thức trên ta được

	                                               (1,0 điểm).


Từ đó  Vì vậy 
                                                                                                          (0,5 điểm).


b) Nếu  thì ta suy ra  và lập luận từ ý a) ta được

		     

Do vậy .                  (0,5 điểm).

Giả sử [image: ] ở đó [image: ] là các đa thức khác hằng hệ số nguyên và   


Để ý rằng với  hoặc [image: ] thì [image: ]. Hơn nữa với  thì

  		 ,                  (1,0 điểm).



Từ đó [image: ] Ta có  liên tục trên  nên không  mất tính tổng quát, giả sử [image: ] và [image: ]Khi đó hệ số của các số hạng bậc cao nhất của   dương. 


Với mọi   ta có [image: ], suy ra   (1,0 điểm).                                                                




 Xét đa thức [image: ] , khi đó đa thức này có  nghiệm là  và lại có bậc dương  Đây là điều mâu thuẫn.  Từ đó suy ra đpcm.                                                                                                      (1,0 điểm).
Bài 6 (7,0 điểm) 


Cho  là một số nguyên dương và nguyên tố cùng nhau với 6. Ta tô màu các đỉnh của một giác đều bởi một trong 3 màu sao cho mỗi màu được tô ở một số lẻ đỉnh.

a) (3,0 điểm). CMR với , luôn tồn tại một tam giác cân mà 3 đỉnh của nó được tô bởi 3 màu khác nhau.

b) (4,0 điểm). Chứng minh kết luận ở ý a) vẫn đúng với bất kì   thỏa mãn đề bài.
Lời giải. 
a) 





Khi , gọi đa giác đều đó là , và 3 màu là đỏ, vàng, xanh. Do mỗi màu được tô cho một số lẻ đỉnh, mà số 7 chỉ có hai cách viết thành tổng của ba số lẻ (không kể tính chất giao hoán) là  Nên nếu gọi  lần lượt là số đỉnh được tô màu đỏ, vàng, xanh thì  hoặc                                                                                                         (1,0 điểm).                     
· 

Xét trường hợp:  Không mất tổng quát giả sử  

Ta xét một trục đối xứng của đa giác điều là đường thảng đi qua đỉnh màu đỏ. Khi đó sẽ tồn tại hai đỉnh được tô màu vàng, xanh đối xứng nhau qua trục đối xứng đang xét. Suy ra tồn tại tam giác cân mà 3 đỉnh được tô bởi ba màu. 
                                                                                                    (1,0 điểm).
· 

Xét trường hợp:  Không mất tổng quat giả sử   Khi đó đo ta cũng xét trục đối xứng của đa giác đi qua đỉnh màu đỏ. Khi đó cũng dễ thấy có một cặp được tô bởi hai màu vang, xnh đối xứng nhau qua trục đối xứng đang xét. Tức là  trong trường hợp này cũng tồn tại một tam giác cân có 3 đỉnh được tô bởi ba màu.                                                        (1,0 điểm).
b) Ta chứng mình bằng phản chứng.






Đánh số các màu là 1,2,3. Kí hiệu  là số tam giác cân mà các đỉnh của nó được tô bởi 1,2 hoặc 3 màu. Khi đó  Kí hiệu  lần lượt là số đỉnh được tô bởi các màu 1, 2, 3. Ta đếm số bộ  với  là một tam giác cân và E là một cạnh của tam giác  sao cho 2 đỉnh của cạnh E được tô bởi 2 màu khác nhau.   (1,0 điểm).                                                                                     

Đầu tiên, ta đếm theo  :






Vì  nên mỗi tam giác  trong một cặp  sẽ cho ta 2 bộ . Vậy số bộ  là                                                                                (1,5 điểm).
Tiếp theo ta đếm the E:


Mặt khác nếu ta chọn 2 đỉnh A, B khác màu làm cạnh E của tam giác cân, thì ta có 3 tam giác cân nhận AB là cạnh (vì n có dạng 6k+1 hoặc 6k+5) cụ thể là: Một tam giác cân nhận AB là cạnh đáy (đỉnh của tam giác này là điểm C nằm chính giữa cung lớn AB hoặc cung nhỏ AB trên đường tròn ngoại tiếp của n-giác đều ban đầu, điểm C này là duy nhất do n lẻ), hai tam giác cân còn lại nhận AB là cạnh bên (một tam giác nhận A là đỉnh, một tam giác nhận B là đỉnh). Để ý rằng n không chia hết cho 3 nên không tồn tại tam giác đều có đỉnh là đỉnh của đa giác. Vì vậy 3 tam giác liệt kê ở trên là phân biệt. Do đó số bộ  theo cách đếm thứ hai theo E sẽ bằng 
                                                                                                         (1,5 điểm).                                                                           

 Từ đó  .

Điều này mâu thuẫn vì vế trái là số chẵn, vế phải là số lẻ do  đều lẻ. 

Vậy , ta được đpcm.                                                                (1,0 điểm).


Bài 7 (7,0 điểm) 
Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), đường tròn (J) bàng tiếp góc A. M là điểm thay đổi trên cung  BAC của (O). Từ M kẻ các tiếp tuyến đến đường tròn (J) cắt BC tại X, Y và cắt đường tròn (O) tại hai điểm E, F.
a) ( 3,0 điểm) Chứng minh đường thẳng EF tiếp xúc với đường tròn (J).
b) (4,0 điểm). Chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác MXY luôn đi qua một điểm cố định khi M thay đổi.                            
Giải. Ta xét thế hình như hình vẽ.

Gọi  lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp và bàng tiếp góc A của tam giác ABC. Gọi Q là trung điểm cung EMF của (O), F’ là hình chiếu của J trên ME, K là giao điểm khác M của MJ với (O; R), thì K là trung điểm cung EF không chứa M của (O). 


Ta có  Các tam giác MJF’ và QFK đồng dạng, do đó  .             (1)                       (1,0 điểm).

Theo công thức Ơle và phương tích của J đối với (O;R) ta có  (2)


Từ (1) và (2), suy ra tam giác KJF cân tại K, suy ra                                                                                  (1,0 điểm).                                         

Nhưng  


Suy ra  là phân giác ngoài của  Mà MF tiếp xúc với (J) suy ra FE tiếp xúc với (J).                                                    (1,0 điểm).
                                        [image: ]
b) Gọi L là giao điểm thứ hai của MJ với đường tròn (MXY).


Ta có (J) là đường tròn bàng tiếp góc M trong tam giác MXY, do đó  và (J) là đường tròn bàng tiếp góc M trong tam giác MEF, do đó                                                                     (1,0 điểm).

Gọi Z là giao điểm thứ hai của (MXY) với (O), ta sẽ chứng minh JZ chứa phân giác của , từ đó suy ra Z cố định.



Do đường tròn (O) và đường tròn (MXY) cắt nhau tại hai điểm M, Z nên tồn tại phép vị tự quy tâm Z biến (O) thành (MXY), do đó   là phân giác ngoài của                                    (1,0 điểm).




Gọi P là giao điểm thứ hai của JZ và (O). Ta có  (vì  ) ZP là phân giác của                            (1,0 điểm).                                                                           



Ta lại có  và  (do tứ giác BEZC nội tiếp Từ đó suy ra                    

Từ (1) và (2), suy ra ZP là phân giác của  cố định (đpcm).   (1,0 điểm).                                              
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