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TRƯỜNG THPT CHUYÊN QUỐC HỌC HUẾ  	ĐỀ THI CHỌN ĐỘI DỰ TUYỂN QUỐC GIA 
	TỔ TOÁN 	Môn: TOÁN
					                   Thời gian: 180 phút (không kể thời gian phát đề)
                            Ngày thi thứ hai



Câu 1. (5 điểm) Cho là các số thực dương thỏa mãn  Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 





Câu 2. (5 điểm) Có tồn tại hay không 2022 số nguyên tố phân biệt  và số nguyên dương  thỏa mãn 





Câu 3. (5 điểm) Một hình gồm hai ô vuông đơn vị  hoặc  được gọi là một domino. Người ta lát  domino vào một bảng vuông gồm  ô vuông đơn vị sao cho không có ô nào được phủ bởi 2 domino khác nhau và mọi bảng  đều chứa ít nhất hai ô vuông đơn vị không được phủ thuộc cùng một hàng hoặc một cột.
a) 



Chia bảng  thành  bảng vuông nhỏ kích thước  Chứng minh rằng mỗi bảng vuông  có đúng 2 ô được phủ và 2 ô đó phải được phủ bởi cùng một domino.
b) 
Có bao nhiêu cách lát  domino thỏa yêu cầu bài toán.


Câu 4. (5 điểm) Cho tam giác nhọn ABC. Gọi D và E là các điểm thay đổi trên đường thẳng BC sao cho tỉ số   không đổi. Đường thẳng qua D và vuông góc với BC cắt đường thẳng AB tại M; đường thẳng qua E và vuông góc với BC cắt đường thẳng AC tại N. Giả sử M và N không trùng với bất kỳ đỉnh nào của tam giác ABC. Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN luôn đi qua một điểm cố định khác A.
------------------HẾT--------------------




ĐÁP ÁN
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	1
	

Nếu  thì 
	1,0

	
	



Xét là các số thực dương thỏa mãn  sao cho  Khi đó, theo bất đẳng thức Jensen ta có 
	1,0

	
	Do đó

 
	1,0

	
	
Đặt  Theo bất đẳng thức Schur, ta có 


	1,0

	
	
Suy ra  


Vậy  khi 
	1,0

	2
	



Giả sử tồn tại 2022 số nguyên tố phân biệt  và số nguyên dương  thỏa mãn  . Đặt   (*)
	1,0

	
	· 
Nếu  thì theo định lý Fermat,

  
	1,0

	
	
Do đó  
Điều này mâu thuẫn vì vế trái của (*) chia hết cho 3 và vế phải của (*) đồng dư với 1 (mod 3)
	1,0

	
	· 

Nếu tồn tại một số  sao cho [image: ] và  

Khi đó [image: ] và  

Suy ra  


Do đó trong tổng  có một số hạng đồng dư với -1 (mod 3) còn 2021 số hạng còn lại đồng dư với 1 (mod 3). Do đó .
	1,0

	
	Mặt khác vì [image: ] hoặc [image: ]


Nên suy ra  hoặc .
Điều này cũng mâu thuẫn vì vế trái của (*) đồng dư với 0 hoặc 1 (mod 3) còn vế phải của (*) đồng dư với -1 (mod 3).


Vậy không tồn tại 2022 số nguyên tố phân biệt  và số nguyên dương  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 
	1,0

	
	





a)  Chia bảng  thành  bảng vuông nhỏ kích thước  Khi đó theo giả thiết thì mỗi bảng như thế chỉ có nhiều nhất 2 ô vuông đơn vị được phủ bởi các domino. Vì domino phủ chính xác  ô vuông đơn vị do đó mỗi ô vuông  có đúng 2 ô được phủ và những ô vuông này nằm ở cùng một hàng hoặc cột.
	1,0

	
	


Giả sử tồn tại một số bảng vuông  và một domino phủ bởi một ô của bảng và một ô của nó nhô ra phía bên trái. Khi đó tồn tại bảng vuông  ngoài cùng bên trái cũng có tính chất này và điều này là mâu thuẫn. Vậy mỗi bảng vuông  có đúng 2 ô được phủ và 2 ô đó phải được phủ bởi cùng một domino.
	1,0

	
	


b) Xét một bảng vuông  chứa các bảng  của bảng ban đầu. Ký hiệu A, B, C, D là các cách phủ bảng vuông  của bảng ban đầu như sau:
[image: ]


Khi đó mỗi bảng vuông ở dưới hoặc bên phải của một bảng được phủ theo cách A hoặc B cũng là một bảng được phủ theo cách A hoặc B. Do đó vùng (có thể trống) gồm tất cả các bảng vuông  được phủ theo cách A hoặc B ở phía dưới và bên phải của bảng ban đầu và được ngăn cách với vùng (có thể trống) bao gồm tất cả các bảng vuông  được phủ theo cách C hoặc D bởi một đường gấp khúc từ góc dưới bên trái của bảng đến góc trên bên phải của bảng và chỉ đi lên hoặc sang phải ở mỗi bước.
	1,0

	
	

[image: ]Tương tự, vùng (có thể trống) gồm tất cả các bảng vuông  được phủ theo cách A hoặc D ở phía dưới và bên trái của bảng ban đầu và được ngăn cách với vùng (có thể trống) bao gồm tất cả các bảng vuông  được phủ theo cách C hoặc B bởi một đường gấp khúc từ góc trên bên trái của bảng đến góc dưới bên phải của bảng và chỉ đi xuống hoặc sang phải ở mỗi bước. 

Do đó bảng  được chia bởi 2 đường trên thành bốn vùng (có thể trống), mỗi vùng bao gồm các cách phủ dạng A hoặc B hoặc C hoặc D. 
	1,0

	
	

Ngược lại, từ bảng  ta chọn 2 đường đi như trên rồi lát 4 vùng tách được bởi 2 đường đó bởi các bảng  dạng A, B, C, D theo chiều ngược kim đồng hồ thì ta được một cách phủ thỏa yêu cầu bài toán. 


Vì mỗi đường có  cách chọn nên có tất cả  cách lát các domino thỏa yêu cầu.
	1,0

	4
	[image: ][image: ]
	

	
	
Trước hết ta giải bài toán cho trường hợp  Giả sử rằng các điểm M, N thuộc các cạnh AB, AC tương ứng. Gọi P và Q lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, AC. Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Đường thẳng qua O song song với BC cắt các đường thẳng DM, EN lần lượt tại I và K.
	1,0

	
	




Khi đó ta có các tứ giác OIPM và OKNQ nội tiếp nên và  Mà  nên  Suy ra 
	1,0

	
	

Vì tứ giác APOQ nội tiếp nên . Suy ra tức là tứ giác AMON nội tiếp. Như vậy đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN đi qua điểm cố định O khác A.
Các trường hợp còn lại của M và N cũng được chứng minh tương tự.
	1,0

	
	






Tiếp theo ta giải bái toán với   Xét phép vị tự V tâm A tỉ số  biến B, C lần lượt thành  Gọi lần lượt là giao điểm của các đường thẳng DM, EN với  Gọi là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
	1,0

	
	


 Khi đó ta có  do đó theo kết quả của bài toán cho trường hợp  thì đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN luôn đi qua điểm cố định X.

	1,0



------------------HẾT--------------------
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