
 



ĐỀ THI VÀ LỜI GIẢI HSG TOÁN 9 TỈNH GIA
LAI 2024

PHAN MINH ĐỨC* - NGUYỄN KHẮC GIA KIÊN*
ĐOÀN MINH DŨNG* - NGUYỄN HỮU CHIẾN THẮNG∗

Ngày 7 tháng 3 năm 2024

A. ĐỀ THI:
✓ Câu 1: (5 điểm).

a) Rút gọn biểu thức: P =
( √

x − 2
1 +

√
x − 2

+ x − 3
(1 −

√
x − 2)(1 +

√
x − 2)

)
:
( √

x − 2 − 4
x − 2 − 2

√
x − 2

− 2√
x − 2

)
với x > 2 và x ̸= 3; x ̸= 6.
Tính giá trị biểu thức P khi x =

√
4 + 2

√
3 − (

√
5 + 1)

√
4 − 2

√
3 +

√
5(

√
3 − 1).

b) Tìm nghiệm nguyên của phương trình: 3(x2 − xy + y2) = 7(x + y).

✓ Câu 2: (5 điểm).
a) Giải phương trình:

√
2x − 1 + x2 − 3x + 1 = 0.

b) Trong một buổi họp mặt giữa hai lớp 8A và 8B có tất cả 62 học sinh tham gia. Các bạn lớp 8B
tính số người quen ở lớp 8A và thấy rằng: bạn thử nhất lớp 8B quen 13 bạn ở lớp 8A, bạn thứ hai lớp 8B
quen 14 bạn ở lớp 8A, bạn thứ ba lớp 8B quen 15 bạn ở lớp 8A và cứ như vậy đến bạn cuối cùng của lớp
8B quen tất cả các bạn của lớp 8A. Tính số học sinh mỗi lớp tham gia họp mặt.

✓ Câu 3: (5 điểm).
Cho đường tròn (I; R) nội tiếp tam giác ABC, biết tam giác ABC cân tại A và ÂBC = 1200, AB = 2(2+

√
3)

Đường tròn (I; R) tiếp xúc các cạnh AB, AC lần lượt tại D, E. Một tiếp tuyến của đường tròn tại điểm
bất kì thuộc cung nhỏ DE cắt các cạnh AB, AC tương ứng tại M và N.

a) Chứng minh rằng: MN2 = AM2 + AN2 + AM.AN.
b) Tính bán kính R của đường tròn (I; R).
c) Chứng minh rằng: 2

3 < MN < 1.

✓ Câu 4: (1 điểm).
Trong hộp có chứa 2024 viên bị màu (mỗi viên bị chỉ có đúng một màu) trong đó có 675 viên bị màu đỏ,
657 viên bị màu xanh, 675 viên bị màu tím và 17 viên bị còn lại là các viên bị màu vàng hoặc màu trắng
(mỗi màu có ít nhất một viên). Người ta lấy ra từ hộp 123 viên bị bất kì. Chứng minh rằng, trong số các
viên bị vừa lấy ra luôn có ít nhất 36 viên bí cùng màu. Nếu người ta chỉ lấy ra từ hộp 122 viên bị bất kì
thì kết luận trên của bải toán còn đúng không?

∗10C3A - TRƯỜNG THPT CHUYÊN HÙNG VƯƠNG - GIA LAI
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c Toán học Đề thi và lời giải HSG toán 9 tỉnh Gia Lai 2024

✓ Câu 5: (2 điểm).

Cho tam giác ABC có ÂBC = 600. Chứng minh rằng: BC2

AB2 + BC2

AC2 ≥ 2.

✓ Câu 6: (2 điểm).
Tính giá trị lớn nhất của biểu thức: A = 25

√
3x2 − 3x4 + 2

√
4x2 + 9x4 (với x ∈ R; 0 ≤ x ≤ 1).

2



c Toán học Đề thi và lời giải HSG toán 9 tỉnh Gia Lai 2024

B. LỜI GIẢI:

✓ Câu 1: (5 điểm).
a) Rút gọn biểu thức:

P =
( √

x − 2
1 +

√
x − 2

+ x − 3
(1 −

√
x − 2)(1 +

√
x − 2)

)
:
( √

x − 2 − 4
x − 2 − 2

√
x − 2

− 2√
x − 2

)
với x > 2 và x ̸= 3; x ̸= 6.
Tính giá trị biểu thức P khi x =

√
4 + 2

√
3 − (

√
5 + 1)

√
4 − 2

√
3 +

√
5(

√
3 − 1).

b) Tìm nghiệm nguyên của phương trình: 3(x2 − xy + y2) = 7(x + y).

L Lời giải. a) Với x > 2 và x ̸= 3; x ̸= 6, ta có:

P =
( √

x − 2
1 +

√
x − 2

+ x − 3
(1 −

√
x − 2)(1 +

√
x − 2)

)
:
( √

x − 2 − 4
x − 2 − 2

√
x − 2

− 2√
x − 2

)

=
(√

x − 2.(1 −
√

x − 2) + x − 3
(1 +

√
x − 2)(1 −

√
x − 2)

)
:
( √

x − 2 − 4√
x − 2.(

√
x − 2 − 2)

− 2√
x − 2

)

=
( √

x − 2 − 1
(1 +

√
x − 2)(1 −

√
x − 2)

)
:
(√

x − 2 − 4 − 2(
√

x − 2 − 2)√
x − 2.(

√
x − 2 − 2)

)

=
(

−(1 −
√

x − 2)
(1 +

√
x − 2)(1 −

√
x − 2)

)
:
(

−
√

x − 2√
x − 2.(

√
x − 2 − 2)

)

=
(

−1
1 +

√
x − 2)

)
:
(

−1√
x − 2 − 2

)
=

√
x − 2 − 2

1 +
√

x − 2
.

Vậy P =
√

x − 2 − 2
1 +

√
x − 2

với x > 2 và x ̸= 3; x ̸= 6.

Ta có:
x =

√
4 + 2

√
3 − (

√
5 + 1)

√
4 − 2

√
3 +

√
5(

√
3 − 1)

=
√

(
√

3 + 1)2 − (
√

5 + 1)
√

(
√

3 − 1)2 +
√

5(
√

3 − 1)

=
√

3 + 1 − (
√

5 + 1)(
√

3 − 1) +
√

5(
√

3 − 1)

=
√

3 + 1 −
√

15 +
√

5 −
√

3 + 1 +
√

15 −
√

5 = 2.

� Lưu ý: Do theo đề bài điều kiện x > 2 mà đề lại yêu cầu tính giá trị tại x = 2 nên có lẽ ở đây
đề bị lỗi.

b) Ta có: 3(x2 − xy + y2) = 7(x + y) ⇔ 3x2 − (3y + 7)x + 3y2 − 7y = 0.
Ta coi phương trình trên là phương trình bậc 2 ẩn x. Để phương trình có nghiệm thì

∆ ≥ 0 <=> −27y2 + 126y + 49 ≥ 0

⇒ −0, 3 ≤ y ≤ 5

Mà y ∈ Z ⇒ y ∈ {0; 1; 2; 3; 4; 5}
TH1: y = 0 ⇒ 3x2 − 7x = 0 ⇔ x = 0.
TH2: y = 1 ⇒ 3x2 − 10x − 4 = 0 (loại vì phương trình trên không có nghiệm nguyên).
TH3: y = 2 ⇒ 3x2 − 13x − 2 = 0 (loại vì phương trình trên không có nghiệm nguyên).
TH4: y = 3 ⇒ 3x2 − 16x + 6 = 0 (loại vì phương trình trên không có nghiệm nguyên).
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TH5: y = 4 ⇒ 3x2 − 19x + 20 = 0 ⇒ x = 5
TH6: y = 5 ⇒ 3x2 − 22x + 40 = 0 ⇒ x = 4
Vậy phương trình có nghiệm nguyên là: (x, y) = {(0; 0); (4; 5); (5; 4)} .

Nhận xét:
a) Một bài toán khá đơn giản về rút gọn biểu thức. Tuy nhiên ở phần tính giá trị biểu thức P, mặc
dù điều kiện xác định là x > 2 nhưng đề lại yêu cầu tính giá trị của P tại x = 2 ( có lẽ đây là một
chút nhầm lẫn của người ra đề ).

b) Nếu dùng các biến đổi đại số thông thường thì khó mà giải quyết được bài toán này. Do
đó, ta chuyển phương trình trên thành phương trình bậc theo ẩn x, tham số y. Dựa vào giá trị của
∆ thì ta có thể chặn được giá trị của y ( hoặc x ).

✓ Câu 2: (5 điểm).
a) Giải phương trình:

√
2x − 1 + x2 − 3x + 1 = 0.

b) Trong một buổi họp mặt giữa hai lớp 8A và 8B có tất cả 62 học sinh tham gia. Các bạn
lớp 8B tính số người quen ở lớp 8A và thấy rằng: bạn thử nhất lớp 8B quen 13 bạn ở lớp 8A, bạn
thứ hai lớp 8B quen 14 bạn ở lớp 8A, bạn thứ ba lớp 8B quen 15 bạn ở lớp 8A và cứ như vậy đến
bạn cuối cùng của lớp 8B quen tất cả các bạn của lớp 8A. Tính số học sinh mỗi lớp tham gia họp
mặt.

L Lời giải. a) ĐKXĐ: x ≥ 1
2 . Ta có:

√
2x − 1 + x2 − 3x + 1 = 0 ⇔ x −

√
2x − 1 = (x − 1)2 ⇔ (x − 1)2

x +
√

2x − 1
= (x − 1)2

TH1: (x − 1)2 = 0 ⇔ x = 1 (thỏa mãn ĐKXĐ).
TH2: x ̸= 1 ⇒ 1

x +
√

2x − 1
= 1 ⇔ x +

√
2x − 1 = 1 (x ≤ 1) ⇔ 2x − 1 = x2 − 2x + 1

⇔ x2 − 4x + 2 = 0 ⇔
[
x = 2 +

√
2

x = 2 −
√

2 → Chỉ thấy x = 2 −
√

2 là nghiệm của phương trình.

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là: x = 1; x = 2 −
√

2.

b) Gọi số học sinh lớp 8B là n. Ta thấy người thứ nhất quen 13 người, người thứ hai quen 14 người,
người thứ ba quen 15 người và cứ như vậy nên ta rút ra được quy luật: Người thứ i sẽ quen với i + 12
người. Vì lớp 8B có n người nên người thứ n sẽ quen với cả lớp A là n + 12 người. Ta lập được phương
trình: n + n + 12 = 62 ⇔ n = 25. Vậy lớp 8B có 25 học sinh.

Nhận xét:
a) - Đây là phương pháp giải phương trình bằng cách liên hợp, mấu chốt để thực hiện phương pháp
này là việc ta nhẩm được nghiệm x=1.
- Ngoài ra, vì cấu trúc của phương trình này khá đơn giản nên việc xử lí phương trình thứ 2 sau
khi liên hợp là tương đối nhẹ nhàng ( Nếu phương trình có các biểu thức phức tạp hơn thì việc xử
lí sẽ khó hơn, đòi hỏi kỹ thuật cao hơn).

b) Một bài toán khá lạ nhưng không quá khó, điều quan trọng ở đây là nhìn ra được quy
luật ( người thứ i sẽ quen với i+12 người khác ), từ đó dễ dàng giải quyết được bài toán.
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✓ Câu 3: (5 điểm).
Cho đường tròn (I;R) nội tiếp tam giác ABC, biết tam giác ABC cân tại A và
ÂBC = 1200, AB = 2(2 +

√
3) Đường tròn (I;R) tiếp xúc các cạnh AB, AC lần lượt tại D,

E. Một tiếp tuyến của đường tròn tại điểm bất kì thuộc cung nhỏ DE cắt các cạnh AB, AC tương
ứng tại M và N.

a) Chứng minh rằng: MN2 = AM2 + AN2 + AM.AN.
b) Tính bán kính R của đường tròn (I; R).
c) Chứng minh rằng: 2

3 < MN < 1.

L Lời giải.

a) Ta sẽ chứng minh định lý Cosin:

Hạ đường cao tương ứng với cạnh c ta có:

c = a.cosβ + b.cosα

� Lưu ý: Công thức trên vẫn đúng nếu α hoặc β là góc tù, khi đó đường cao nằm ngoài tam giác
và cosα hoặc cosβ mang dấu âm.

⇔ c2 = ac.cosβ + bc.cosα

Tương tự ta có:
a2 = ac.cosβ + bc.cosγ

b2 = bc.cosα + ab.cosγ
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⇒ a2 + b2 − c2 = 2ab.cosγ

Áp dụng vào bài toán trên ta có:

MN2 = AM2 + AN2 − 2cosM̂AN.AM.AN = AM2 + AN2 − 2cos1̂200.AM.AN = AM2 + AN2 + AM.AN

b) Áp dụng định lí Cosin, thu được: BC2 = 3AB2.

Ta chứng minh: S = pr (p là nửa chu vi, r là bán kính đường tròn nội tiếp).
Thật vậy, với O là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC, ta có:

SOAC = 1
2r.b; SOBC = 1

2r.a; SOAB = 1
2r.c

⇒ S = pr

Kẻ đường cao BK. Lại có:
S = BK.AC

2
Mà BK = AB.sinA

⇒ S = AB2

2 .sin1200 =
√

3AB2

4
Áp dụng vào bài ta có:

S = pr = r
AB + BC + CA

2

⇔
√

3AB2

4 = r
2AB + BC

2 ⇔ r =
√

3AB

4 + 2
√

3
=

√
3

c) Ta có:
PAMN = AM + AN + MN = AM + AN + MD + NE = AD + AE = 2AD

Mà PAMN = AM + AN + MN < 3MN

⇒ MN >
2AD

3
Lại có:

AD = AB + AC − BC

2 = 1

⇒ MN >
3
2

Ta có:
MN < AM + AN = PAMN − MN

⇒ 2MN < PAMN = 2.AD = 2
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⇒ MN < 1

Vậy ta đã chứng minh được: 2
3 < MN < 1

Nhận xét:
-Về tổng quan, câu hình năm nay ( cũng như năm ngoái ) không quá nặng về mặt ý tưởng, tuy
nhiên để có thể xử lí dễ dàng câu a,b thì ta phải chứng minh một kết quả khác ( định lý cosin ) ,
nếu không thì sẽ mất khá nhiều thời gian để xử lí.
- Ngoài ra, tuy ý tưởng không phức tạp nhưng ta lại cần phải nắm vững các tính chất cơ bản của
tam giác ( bất đẳng thức tam giác, tính chất giữa góc và cạnh đối diện,..)

✓ Câu 4: (1 điểm).
Trong hộp có chứa 2024 viên bị màu (mỗi viên bị chỉ có đúng một màu) trong đó có 675 viên bị
màu đỏ, 657 viên bị màu xanh, 675 viên bị màu tím và 17 viên bị còn lại là các viên bị màu vàng
hoặc màu trắng (mỗi màu có ít nhất một viên). Người ta lấy ra từ hộp 123 viên bị bất kì. Chứng
minh rằng, trong số các viên bị vừa lấy ra luôn có ít nhất 36 viên bí cùng màu. Nếu người ta chỉ lấy
ra từ hộp 122 viên bị bất kì thì kết luận trên của bải toán còn đúng không?

L Lời giải. - Khi lấy 123 viên bi bất kì: Ta có thể lấy ít nhất 123 − 17 = 106 viên bi gồm 3 màu đỏ,
xanh, tím.
- Với 106 viên bi gồm 3 màu đỏ, xanh, tím, theo nguyên lí dirichlet, tồn tại ít nhất [106/3] + 1 = 36 viên
bi có cùng 1 màu. Nếu lấy 122 viên bi bất kì, ta lấy được ít nhất 105 viên bi gồm 3 màu đỏ xanh tím.
Ta có 1 cách lấy sao cho không có 36 viên bi nào có cùng màu (35 viên bi đỏ, 35 viên bi xanh, 35 viên bi
tím).

Nhận xét:
-Một câu hỏi về tổ hợp khá cơ bản, dựa vào nguyên lí Dirichlet: “Nếu nhốt n con thỏ vào m cái
chuồng thì sẽ tồn tại 1 chuồng chứa ít nhất [n/m]+1 con thỏ ([x] ở đây là phần nguyên của số x).
-Dựa vào giả thuyết của đề, không khó để thí sinh tạo được các “chuồng” và “thỏ” để giải quyết bài
toán.

✓ Câu 5: (2 điểm).

Cho tam giác ABC có ÂBC = 600. Chứng minh rằng: BC2

AB2 + BC2

AC2 ≥ 2.

L Lời giải. Ta có:
BC2

AB2 + BC2

AC2 ≥ 2BC2

AB.AC

Lại có:
(AB − AC)2 ≥ 0

⇔ AB2 + AC2 − 2AB.AC.cosA ≥ AB.AC

BC2 ≥ AB.AC

⇒ BC2

AB2 + BC2

AC2 ≥ 2
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Nhận xét:
- Một câu bất đẳng thức hình học, việc xử lí khá đơn giản nếu ta sử dụng định lý cosin.

✓ Câu 6: (2 điểm).
Tính giá trị lớn nhất của biểu thức: A = 25

√
3x2 − 3x4 + 2

√
4x2 + 9x4 (với x ∈ R; 0 ≤ x ≤ 1).

L Lời giải. Ta có:
A = 25

√
3x2 − 3x4 + 2

√
4x2 + 9x4

⇒ A2 = 1891x2 − 1839x4 + 100
√

(3x2 − 3x4)(4x2 + 9x4)

Ta sẽ chứng minh: A2 ≤ 262.
Thật vậy:

A2 = 1891x2 − 1839x4 + 300
8

√(64
3 x2 − 64

3 x4
)

(4x2 + 9x4)

≤ 1891x2 − 1839x4 + 150
8

(76
3 x2 − 37

3 x4
)

= 2366x2 − 8281
4 x4

Ta cần chứng minh:
2366x2 − 8281

4 x4 ≤ 676

⇔ −8281
4

(
x2 − 4

7

)2
≤ 0

(luôn đúng với mọi x).
Dấu "=" xày ra khi và chỉ khi: x = 2√

7
.

Nhận xét:
- Đây là bài toán cuối của đề thi (và có lẽ là bài toán khó nhất). Về kỹ thuật cũng như ý tưởng để

giải quyết thì không quá khó nhưng việc tìm được điểm rơi
(

x = 2√
7

)
thì thật sự rất thử thách đối

với các bạn học sinh khi ở trong không khí phòng thi và không được sử dung máy tính cầm tay.
- Lời giải này có lẽ cũng khó mà thực hiện được nếu không có sự giúp đỡ máy tính.
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