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                       Thời gian: 180 phút (không kể thời gian phát đề)

                                 Ngày thi thứ nhất

Câu 1. (5 điểm) Cho dãy số 
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Chứng minh rằng dãy số 
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 có giới hạn hữu hạn.

Câu 2. (5 điểm)  Cho 
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 là một số thực dương. Tìm tất cả các hàm số 
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 thỏa mãn điều kiện
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Câu 3. (5 điểm) Cho hai đường tròn (O) và (O’) cắt nhau tại A và B. Một đường tròn (I) đi qua A cắt AB, (O), (O’)  lần lượt tại D, E, F. Gọi P và Q là hai điểm nằm trên (I) sao cho EP và FQ cùng song song với AD. Đường thẳng AQ cắt (O) tại H và đường thẳng AP cắt (O’) tại K . Chứng minh rằng 
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Câu 4. (5 điểm)  Cho đa giác đều có 2021 đỉnh. Người ta chọn 1010 đỉnh bất kì và tô màu chúng. Chứng minh rằng luôn tồn tại 3 đỉnh được tô màu lập thành một tam giác cân. 
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Từ đó suy ra 
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	Mặt khác 
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	+ Nếu tồn tại n sao cho 
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	+ Từ (3) và (4) ta có 
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Vậy dãy 
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 có giới hạn hữu hạn.
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	Nhận xét: ta phải có 
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 vế trái của phương trình hàm nhận giá trị âm khi y đủ lớn, điều này mâu thuẫn với hàm số f nhận giá trị dương.

+ Từ phương trình hàm dễ dàng suy ra f là đơn ánh.

+ Do y có thể chọn tùy ý nên vế phải của phương trình hàm có thể lớn tùy ý nên f là toàn ánh trên khoảng 
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 nào đó. Hơn nữa, nếu chọn y đủ nhỏ và chọn x sao cho f(x) đủ lớn thì vế phải của phương trình hàm đủ nhỏ. Do đó, f toàn ánh.
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	Thay x bởi 
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Vế trái đối xứng với x và y nên ta có 
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Từ đó suy ra 
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Chọn một giá trị y cố định bất kì ta có 
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Thay vào (1) ta được 
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	Hàm số f đơn ánh nên ta có 

Nếu 
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Suy ra 
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	Vì f toàn ánh nên d = 0. Thế 
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Vậy nghiệm hàm duy nhất của phương trình là 
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Gọi E’ và F’ đối xứng với E và F qua OO’.

Gọi 
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	Suy ra:
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	Giả sử  
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Khi đó 
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[image: image75.wmf]·

·

·

·

·

·

0

''180

YBXYAXEBFPAQPDQPAQ

+=+=+=

 nên A, X, B, Y  đồng viên.
	1,0

	
	Suy ra: 
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	Ta chứng minh bằng phản chứng.

Giả sử có một cách tô 1010 đỉnh sao cho không có 3 đỉnh tô màu nào lập thành một tam giác cân.

Kí hiệu các đỉnh của đa giác theo thứ tự ngược chiều kim đồng hồ là
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	+ Trường hợp 1: Có hai đỉnh kề nhau được tô màu.

Không mất tính tổng quát giả sử rằng 
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	Khi đó với mọi 
[image: image82.wmf]1,2,...,1010

i

=


- Không quá 1 trong 2 đỉnh 
[image: image83.wmf],

ii

HH

-

 được tô màu, vì trái lại 
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 sẽ lập thành tam giác cân.

- Tương tự không quá 1 trong hai đỉnh 
[image: image85.wmf]2

,

ii

HH

-+

 được tô màu vì trái lại 
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 sẽ lập thành tam giác cân.

- Không quá 1 trong 2 đỉnh 
[image: image87.wmf](21)2

,

nn

HH

--

 được tô màu vì trái lại 
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 cùng với 
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 lập thành một tam giác cân.
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	- Ba đỉnh 
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 cũng lập thành một tam giác cân, do đó 
[image: image91.wmf]121010

,,

HHH

--

 không được tô màu. Từ đó suy ra trong các dãy đỉnh sau đây
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Không có hai đỉnh liên tiếp nào được tô. Do mỗi dãy trên đây có 1008 đỉnh, không quá một nửa các đỉnh trong mỗi dãy trên được tô màu và điều này chỉ xảy ra khi trong mỗi dãy  các đỉnh được tô màu một cách luân phiên. Bằng cách đếm ta suy ra mỗi dãy đỉnh chứa 1008 đỉnh và ta kết luận rằng trong mỗi dãy các đỉnh được tô màu luân phiên.

Từ đó suy ra ít nhất một trong các tam giác 
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 phải có tất cả các đỉnh được tô màu (mâu thuẫn giả thiết phản chứng). vậy trường hợp hai đỉnh kề nhau được tô màu không xảy ra.
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	+ Trường hợp 2: Không có hai đỉnh kề nhau được tô màu.

Tô 1010 đỉnh trong 2021 đỉnh nên ta có thể giả sử rằng các ô lẻ được tô màu. Khi đó 
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 là một tam giác cân được tô màu 3 đỉnh, mâu thuẫn.

Vậy trong các trường hợp luôn tồn tại 3 đỉnh được tô màu lập thành một tam giác cân.
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