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I. H˜Óng d®n chung

1) N∏u hÂc sinh làm bài không theo cách nêu trong �áp án nh˜ng �úng thì cho �ı sË �i∫m t¯ng

ph¶n nh˜ h˜Óng d®n quy �‡nh.

2) Viªc chi ti∏t hóa (n∏u có) thang �i∫m trong h˜Óng d®n chßm ph£i b£o �£m không làm sai

lªch h˜Óng d©n chßm và ph£i �˜Òc thËng nhßt th¸c hiªn trong tÍ chßm.

II. �áp án và thang �i∫m

Câu NÎi dung �i∫m

1

(5,0

�i∫m)

Kí hiªu [x, y]; (x, y) l¶n l˜Òt là bÎi chung nh‰ nhßt, ˜Óc chung lÓn nhßt cıa hai

sË nguyên d˜Ïng x, y.

Ta chø ra có duy nhßt mÎt hàm f(x, y) = [x, y] th‰a mãn các �i∑u kiªn cıa �∑

bài.

Hi∫n nhiên [x, y] = [y, x] và [x, x] = x vÓi mÂi x, y 2 N⇤.

VÓi y > x, ta có:

yf(x, y � x) = y[x, y � x] =
xy(y � x)

(x, y � x)

và

(y � x)f(x, y) = (y � x)[x, y] =
(y � x)xy

(x, y)
.

Chú ˛ r¨ng (x, y � x) = (x, y), suy ra y[x, y � x] = (y � x)[x, y]. V™y hàm

f(x, y) = [x, y] th‰a mãn �∑ bài.

� S¸ duy nhßt. Gi£ s˚ có hai hàm f1(x, y) và f2(x, y) th‰a mãn �i∑u kiªn �∑ bài.

Xét t™p A = {(x, y)|f1(x, y) 6= f2(x, y)}. Gi£ s˚ (s, p) thuÎc A sao cho s > p và

s+ p nh‰ nhßt. Ta có:

s[f1(p, s� p)� f2(p, s� p)] = (s� p)[f1(p, s)� f2(p, s)].

Vì f1(p, s) 6= f2(p, s), nên v∏ trái �Øng th˘c trên khác 0. Suy ra

f1(p, s� p) 6= f2(p, s� p).

�i∑u �ó có nghæa c∞p sË (p, s� p) thuÎc t™p A.
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Câu NÎi dung �i∫m

Ta có: p+ (s� p) = s < s+ p (Mâu thu®n vÓi s+ p nh‰ nhßt).

V™y A = ?. Suy ra không tÁn t§i c∞p sË (x, y) �∫ f1(x, y) 6= f2(x, y). Do �ó

f1(x, y) ⌘ f2(x, y). V™y f(x, y) = [x, y].
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2

(5,0

�i∫m)

Ta c¶n có mÎt bÍ �∑.

BÍ �∑. Cho a1, a2, . . . , a2023 là các sË t¸ nhiên tùy .̨ Khi �ó tÁn t§i sË nguyên

d˜Ïng b sao cho ba1, ba2, . . . , ba2023 �∑u là lÙy th¯a cıa nh˙ng sË t¸ nhiên.

�∞t ai = p↵1i
1 p↵2i

2 p↵3i
3 . . . p↵ki

k (↵1i,↵2i, . . . ,↵ki � 0) vÓi i = 1, 2, . . . , 2023.

Xét b = p�1
1 p�2

2 p�3
3 . . . p�k

k (�1, �2, . . . , �k � 0).

Suy ra bai = p�1+↵1i
1 p�2+↵2i

2 p�3+↵3i
3 . . . p�k+↵ki

k = cqii .

�∞t ci = p�1i1 p�2i2 p�3i3 . . . p�kik (�1i, �2i, . . . , �ki � 0) vÓi i = 1, 2, . . . , 2023.

Suy ra cqii = p�1iqi1 p�2iqi2 p�3iqi3 . . . p�kiqik .

Do �ó

�1 + ↵1i = �1iqi

�2 + ↵2i = �2iqi

· · ·

�k + ↵ki = �kiqi

hay

�1 ⌘ �↵1i (mod qi)

�2 ⌘ �↵2i (mod qi)

· · ·

�k ⌘ �↵ki (mod qi)

ChÂn q1, q2, . . . , qk là nh˙ng sË nguyên d˜Ïng nguyên tË cùng nhau t¯ng c∞p.

Theo �‡nh lí Trung Hoa v∑ ph¶n d˜, hª các �Áng d˜

�1 ⌘ �↵11 (mod q1), �1 ⌘ �↵12 (mod q2), . . . , �1 ⌘ �↵1k (mod qk)

có nghiªm duy nhßt modulo M = q1q2 . . . qk.

2,5

Gi£ s˚ S = {x1, x2, . . . , xn}. SË t™p con khác rÈng cıa t™p S là 2n � 1.

GÂi các t™p con là S1, S2, . . . , S2n�1.

Kí hiªu ai là tÍng các ph¶n t˚ cıa t™p Si vÓi i = 1, 2, . . . , 2n � 1. Theo ˛ bÍ �∑,

tÁn t§i sË nguyên d˜Ïng b sao cho ba1, ba2, . . . , ba2n�1 là lÙy th¯a cıa nh˙ng sË

t¸ nhiên.

Dπ thßy t™p T = {bx1, bx2, . . . , bxn} th‰a mãn yêu c¶u cıa �∑ bài.
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3

(3,0

�i∫m)

GÂi hai nghiªm phân biªt cıa ph˜Ïng trình P (x) = 0 là ↵, � (↵ 6= �,↵, � 2 R).

Gi£ s˚ P (P (x)) = 0 có 3 nghiªm th¸c phân biªt. Vì P (P (x)) là mÎt �a th˘c b™c

4, nên P (P (x)) có 1 nghiªm là nghiªm kép, ta gÂi nghiªm kép là �.

Ta có P (P (x)) = 0 ,

2

64
P (x) = ↵ (1)

P (x) = � (2)

Vì ↵ 6= �, nên � là nghiªm kép cıa mÎt trong hai ph˜Ïng trình (1) và (2). Không

mßt tính tÍng quát, gi£ s˚ � là nghiªm kép cıa ph˜Ïng trình (1) và ph˜Ïng trình

(2) có hai nghiªm th¸c phân biªt là �1,�2.

Ta có P (P (P (x))) = 0 ,

2

64
P (P (x)) = ↵

P (P (x)) = �
,

2

64
P (x) = � (3)

P (P (x)) = � (4)

Ta thßy ph˜Ïng trình (3) có tËi �a 2 nghiªm phân biªt, ph˜Ïng trình (4) có tËi

�a 4 nghiªm phân biªt. V™y ph˜Ïng trình P (P (P (x))) = 0 có tËi �a 6 nghiªm

phân biªt.

Do �ó không x£y ra tr˜Ìng hÒp �a th˘c P (P (P (x))) có �úng 7 nghiªm th¸c phân

biªt.
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(5,0

�i∫m)

GÂi G,K l¶n l˜Òt là giao �i∫m cıa BQ,CP và ti∏p tuy∏n t§i A cıa (O). K˛ hiªu

(BD), (CE) t˜Ïng ˘ng là �˜Ìng tròn �˜Ìng kính BD,CE.

N∏u BD k CE, thì các 4ADB,4ACE là các tam giác �∑u. Suy ra [BAC = 60�

(mâu thu®n vÓi gi£ thi∏t). Do �ó BD không song song vÓi CE. GÂi F là giao

�i∫m cıa BD,CE.

Ta có: O,H l¶n l˜Òt là tr¸c tâm cıa tam giác ABC,ADE. Suy ra OH là �˜Ìng

Steiner cıa t˘ giác toàn ph¶n t§o bi bËn �˜Ìng thØng BC,DE,BE,CD. �i∑u

�ó có nghæa �˜Ìng thØng OH là trˆc �Øng ph˜Ïng cıa các �˜Ìng tròn (BD), (CE)

(1).

Ta có: (BE,BD) = (BA,BD) = (AD,AB) = (CE,CA) = (CE,CD) (mod ⇡).

Suy ra B,C,D,E �Áng viên. Do �ó PF/(BD) = FB ·FD = FC ·FE = PF/(CE).

V™y F thuÎc trˆc �Øng ph˜Ïng cıa các �˜Ìng tròn (BD), (CE). K∏t hÒp vÓi (1),

ta có: H,O, F thØng hàng.

Áp dˆng �‡nh lí Desargues cho hai tam giác BEQ,CDP vÓi EB\CD = A,EQ\

CP = K,BQ\DP = G, chú ˛ tÓi G,A,K thØng hàng, ta có: PQ,BD,CE �Áng

quy. Suy ra PQ �i qua �i∫m F .

�∞t k = FB · FD. GÂi L là £nh cıa P qua phép ngh‡ch �£o I(F ; k).
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Ta có: I(F ; k) : D ! B,C ! E,P ! L, (DPC) ! (BEL). Ta ch˘ng minh L

thuÎc (BEQ).

Ta có: (LB,LQ) = (LB,LP ) = (DB,DP ) (mod ⇡). Dπ thßy O thuÎc �˜Ìng tròn

(BCDE). Suy ra (DB,DP ) = (EB,EQ) (mod ⇡). V™y (LB,LQ) = (EB,EQ)

(mod ⇡). Do �ó L thuÎc (BEQ).

�i∑u �ó có nghæa I(F ; k) : (DPC) ! (BEQ). V™y I, F, J thØng hàng. Ta có:

PQ, IJ,OH �Áng quy t§i F .
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5

(2,0

�i∫m)

SË cách chÂn ra 2023 ph¶n t˚ x1, x2, . . . , x2023 sao cho x1 2 A1, x2 2

A2, . . . , x2023 2 A2023 là

|A1| · |A2| · · · |A2023| .

SË cách chÂn ra 2023 ph¶n t˚ x1, x2, . . . , x2023 sao cho x1 2 A1, x2 2

A2, . . . , x2023 2 A2023 và xi = xj là

|A1| · |A2| . . . |A2023|
��Ai \ Aj

��

|Ai| ·
��Aj

�� .

Do �ó sË cách chÂn 2023 ph¶n t˚ sao cho có ít nhßt hai ph¶n t˚ trùng nhau là

X

1i<j2023

|A1|·|A2| . . . |A2023|·
��Ai \ Aj

��

|Ai| ·
��Aj

�� = |A1|·|A2| . . . |A2023|
X

1i<j2023

��Ai \ Aj

��

|Ai| ·
��Aj

�� .

K∏t hÒp vÓi gi£ thi∏t, ta suy ra sË cách chÂn 2023 ph¶n t˚ sao cho có ít nhßt hai

ph¶n t˚ trùng nhau nh‰ hÏn sË cách chÂn 2023 ph¶n t˚. Do �ó tÁn t§i mÎt cách

chÂn 2023 ph¶n t˚ sao cho không có hai ph¶n t˚ nào trùng nhau.
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