ĐÁP ÁN ĐỀ THI 
CHỌN ĐỘI DỰ TUYỂN CHUYÊN VĨNH PHÚC 2023 – 2024





Bài 1. Cho số thực  và xét dãy số  có  và  với mọi  



a) Với  tìm công thức tổng quát của dãy  và tính giới hạn 





b) Tìm tất cả số thực  sao cho tồn tại số thực  để  có giới hạn hữu hạn khác  khi  
Lời giải. 



a) Ta có . Xét hai dãy  với  và


 với mọi  



Khi đó  nên bằng quy nạp thì  với mọi 



Tiếp theo, ta có  nên ta có dãy này là sai phân tuyến tính cấp hai với phương trình đặc trưng  có nghiệm .


Từ đó dễ dàng có công thức tổng quát là  với mọi  

Với mọi  thì công thức trên luôn xác định. Ta có

.



Do  nên  và công thức trên luôn xác định với mọi  



Tiếp theo, đặt  thì  nên , và 




khi . Do đó .

b) Với , ta có hai trường hợp sau đây:






Nếu  thì dãy  cũng xác định và kéo theo công thức  như trên cũng xác định. Chú ý rằng khi đó thì  nên  và có ngay . Ngoài ra

.


Sử dụng định lý Stolz (hoặc L’Hospital), dễ thấy không tồn tại  để giới hạn trên khác 








Nếu  thì ta có  nên . Đặt  thì  và  nên dễ dàng quy nạp được  với mọi 




Do đó  và  nên chọn  thì thỏa mãn điều kiện đề bài. Vậy tất cả số thực cần tìm là 

Bài 2. Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn


 với mọi  
Lời giải. 

Thay  và so sánh với giả thiết, ta có ngay


 với mọi  





Cho  thì ta có  với mọi  hay  là hàm số lẻ. Ta cũng có  

Thay  vào đề thì 


 với mọi 


hay  với mọi .
Do đó


 với mọi .


Với  thay  vào đẳng thức trên, ta có



 với mọi  và  









Nếu  với mọi  thì dễ thấy  với mọi  Tuy nhiên,  lẻ nên ta cũng có  mọi , cũng có  nên  


Bây giờ giả sử tồn tại  để  thì



Thay  vào đề, ta có

 hay


 với mọi  


Tiếp tục thay  với  vào đẳng thức trên, ta được



 với mọi  và 



Từ đây dễ thấy rằng  là hàm hằng. Lại kết hợp với  ta có ngay  


Vậy có hai hàm số thỏa mãn đề bài là  và 



Bài 3. Trên mặt phẳng, cho  đường thẳng sao cho không có ba đường thẳng nào đồng quy và không có hai đường thẳng song song. Hai giao điểm được gọi là kề nhau nếu chúng cùng nằm trên một đường thẳng và không còn giao điểm nào khác giữa chúng. Một giao điểm được gọi là “tốt” nếu có đúng  điểm kề và “xấu” nếu có đúng  điểm kề. 

a) Chứng minh rằng tồn tại một mô hình có đúng  điểm xấu.
b) Tìm giá trị nhỏ nhất của số điểm tốt.
Lời giải. 















a) Ta gọi số điểm kề với một giao điểm  là bậc của  Để xây dựng cho mô hình trên, ta xét hai tia chung gốc  và trên mỗi tia đó lần lượt đặt các điểm  và  theo thứ tự. Xét  đường thẳng nối các điểm  và  và giả sử rằng không có ba đường nào đồng quy. Khi đó các giao điểm đều nằm bên trong góc  nên bậc đều là  hoặc  Rõ ràng cùng với  thì hai điểm  tạo thành  điểm có bậc  đúng với điều kiện để đẳng thức xảy ra.
[image: ]

b) Ta xét bài toán tổng quát khi thay  



Trước hết, ta thấy có  giao điểm. Gọi  lần lượt là số điểm xấu, điểm tốt và các điểm còn lại; bậc lần lượt là  Dễ thấy rằng 




Ta xét các đoạn thẳng liên tiếp rời nhau trên các đường đã cho, hai lần số này cũng chính là tổng bậc của các giao điểm. Trên mỗi đường thẳng có  giao điểm nên có  đoạn thẳng liên tiếp. Suy ra 




Từ hai điều kiện này, ta thu được . Ta sẽ chỉ ra rằng  





Xét bao lồi  của tập hợp  giao điểm. Rõ ràng mỗi điểm trên đỉnh của  phải là các đỉnh bậc  vì nếu nó là bậc  thì nó sẽ phải nằm giữa hai điểm nào đó trong tập hợp các giao điểm, tức là nó không thể là đỉnh của bao lồi được, vô lý.



Hiển nhiên số đỉnh của  là  nên ta có ngay  Từ đó suy ra 




Vậy giá trị nhỏ nhất cần tìm ứng với  là  




Ghi chú: ta có cách khác như sau: ta thấy rằng trên mỗi đường thẳng, có  điểm biên nên tổng cộng, số điểm biên sẽ không vượt quá  Rõ ràng một đỉnh xấu sẽ là biên của hai đường (bị tính trùng lại), còn một đỉnh không tốt, không xấu sẽ là biên của một đường. Do số điểm xấu ít nhất là 3 nên tổng số điểm xấu và không tốt, không xấu sẽ nhiều nhất là  Suy ra số điểm tốt sẽ không vượt quá  












Bài 4. Cho hai đường tròn  có bán kính khác nhau và cắt nhau ở  Đường tròn tâm  bán kính  cắt lại  ở  Gọi  là tiếp tuyến chung gần  hơn của hai đường tròn với . Các tia  cắt  theo thứ tự ở  


a) Chứng minh rằng phân giác trong của góc  thì đi qua tâm ngoại tiếp tam giác 







b) Gọi  là trực tâm của tam giác  và  cắt lại các đường tròn  lần lượt ở  Chứng minh rằng đường tròn nội tiếp các tam giác  và  có bán kính bằng nhau.
Lời giải.
[image: ]






a) Do  nên trong đường tròn  ta có , từ đó có  là hai tam giác đồng dạng. Suy ra  hay . 




Chứng minh tương tự thì  nên  kéo theo  nội tiếp. Vì thế nên  Mặt khác











nên , điều này kéo  tiếp xúc với  Chứng minh tương tự thì  tiếp xúc với  nên tâm của  cách đều hai đoạn , nói cách khác thì phân giác trong góc  thì đi qua tâm .






b) Cho  cắt  tại  thì dễ thấy  nên  là trung điểm  Ta có











nên  là điểm Humpty của tam giác . Vì thế theo tính chất quen thuộc thì  (điểm Humpty là hình chiếu của trực tâm lên trung tuyến). Do đó:  chính là các đường kính của các đường tròn  Kẻ phân giác  của các tam giác  thì tâm nội tiếp  của hai tam giác tương ứng thì   
[image: ]





Để có , ta cần chỉ ra khoảng cách từ  đến  là bằng nhau, hay  Điều này tương đương  theo định lý Thales. Mặt khác, theo tính chất phân giác thì 


 và .











Do đó, ta quy về chứng minh  hay  là trung điểm  Tiếp theo, ta có  nên , suy ra . Vì thế  nên , mà  kéo theo . Chứng minh tương tự thì 


Kẻ  thì theo tính chất chùm điều hòa, ta có  Để ý rằng






nên chiếu trực giao từ đỉnh  ta có ngay  Điều này cho thấy  là trung điểm của đoạn  và bài toán được giải quyết.
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