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Câu 1 (5 điểm): Cho tứ giác  nội tiếp đường tròn  có  cố định và  thay đổi sao cho  vuông góc với . Gọi  là giao của  với  và  là trung điểm của . Đường thẳng  cắt các đường tròn  thứ tự tại  (khác ). Gọi  lần lượt là giao điểm khác của các cặp đường tròn  với ,  với 
a) 
Chứng minh ba điểm  thẳng hàng.
b) 





Gọi  là giao điểm của đường thẳng  với cung  không chứa  của đường tròn . Chứng minh đường thẳng  luôn đi qua một điểm cố định.


Câu 2 (5 điểm): Tìm tất cả các hàm   (  là tập các số nguyên dương)

 thỏa mãn:     


Câu 3 (5 điểm): Cho  là  số nguyên dương thỏa mãn 




 trong đó  Chứng minh  số nguyên dương trên bằng nhau và bằng .






Câu 4 (5 điểm): Trên trục số, một con cào cào đang ở  điểm có tọa độ . Cào cào có thể nhảy đến một điểm nào đó trên trục số bởi các bước nhảy như sau: Với mỗi bước nhảy, nếu cào cào đang đứng ở điểm có tọa độ  thì nó có thể nhảy đến điểm có tọa độ  hoặc đến điểm có tọa độ  (nếu ).Hãy xác định số bước ít nhất để cào cào có thể nhảy đến điểm có tọa độ  (với n là số nguyên dương). Hãy giải bài toán trong từng trường hợp sau:
a) 

với  là số nguyên dương.
b) 
[bookmark: _GoBack]
c) 
 nguyên dương tùy ý.
.............................................................Hết.............................................................



HƯỚNG DẪN GIẢI
Câu 1: a) (2 điểm)       b) (2 điểm)





















Cho tứ giác  nội tiếp đường tròn  có  cố định và  thay đổi sao cho  vuông góc với . Gọi  là giao của  với  và  là trung điểm của . Đường thẳng  cắt các đường tròn  thứ tự tại  (khác ). Gọi  lần lượt là giao điểm khác của các cặp đường tròn  với ,  với 
a) 
Chứng minh ba điểm  thẳng hàng.
b) 





Gọi  là giao điểm của đường thẳng  với cung  không chứa  của đường tròn . Chứng minh đường thẳng  luôn đi qua một điểm cố định.
HD

a) Chứng minh rằng ba điểm  thẳng hàng.


Trước hết ta chứng minh  là đường đối trung của tam giác 



Thật vậy, xét tam giác  có:   (  nội tiếp), 


 (  nội tiếp)



 Suy ra tam giác vuông tại 





Lại có  là hình bình hành () nên  là trung điểm của  Suy ra 






Ta có (  nội tiếp). Theo chứng minh trên đã có  thành thử  Suy ra  là đường đối trung của tam giác 



 Tương tự  là đường đối trung của tam giác  nên ba điểm  thẳng hàng.
	[image: ]
	[image: ]








b) Gọi  là giao của đường thẳng  với cung  không chứa  của đường tròn  Chứng minh đường thẳng  luôn đi qua một điểm cố định.






Từ câu a) suy ra  giao điểm  của đường thẳng  với đường tròn  như giả thiết bài toán chính là giao điểm của đường đối trung qua  của tam giác  với 



Để ý rằng tứ giác điều hòa ( vì  và các tiếp tuyến tại  đồng quy).













Gọi  là giao điểm của  với  thì  Mà  là trung điểm của  nên theo tính chất của chùm điều hòa ta có  Vì đường tròn  , cố định,  nên  cố định. Vậy đường thẳng  đi qua cố định.


Câu 2 (5 điểm): Tìm tất cả các hàm   (  là tập các số nguyên dương)

 thỏa mãn:     (1)
HD


Thay  bởi  vào (1) ta được: 




Giả sử tồn tại . Lúc đó  từ (2) ta có:  

Cứ tiếp tục như vậy ta có: 

Điều này vô lý vì giữa  có hữu hạn số nguyên dương.


Bây giờ giả sử không tồn tại số nguyên dương c để  . Điều này nghĩa là  


từ đó dễ có:  Bây giờ áp dụng (2) bằng việc thay y lần lượt bởi  ta suy ra:

Điều này vô lý khi ta cố định y và cho n đến dương vô cùng.


Suy ra tồn tại số nguyên dương c để . Lúc đó thay  vào (1) ta được:


Thay x bởi c-1 và c+1 vào (3) (nếu c=1 thì chỉ thay c+1), ta được:



Từ đây suy ra 

Cứ tiếp tục như vậy ta được: 
Thử lại : thấy đúng.


Câu 3 (5 điểm): Cho  là  số nguyên dương thỏa mãn 




 trong đó  Chứng minh  số nguyên dương trên bằng nhau và bằng .
HD
TH1: Nếu tồn tại một số trong k số trên bằng 1 thì dễ dàng suy ra đpcm.
TH2: Nếu tất cả đều khác 1, suy ra tất cả đều có ước nguyên tố nhỏ nhất.

Điều tương tự cũng xảy ra với k số .
Ta chứng minh bổ đề sau: Cho số nguyên n lớn hơn 1. Gọi p, q thứ tự là hai ước nguyên tố nhỏ nhất của n và 2n – 1 thì p < q.


Do  suy ra tồn tại h là cấp của 2 (mod q) 

Vì  có ước nguyên tố. Lập luận này nhằm loại bỏ trường hợp h = 1.

Chú ý rằng: 
Bây giờ quay lại bài toán:




Gọi  là ước nguyên tố nhỏ nhất của ;  là ước nguyên tố nhỏ nhất của  Theo bổ đề ta có: 



 Do 

Tương tự như vậy ta suy ra:  vô lý.
vậy ta được đpcm






Câu 4: (5 điểm): Trên trục số, một con cào cào đang ở  điểm có tọa độ . Cào cào có thể nhảy đến một điểm nào đó trên trục số bởi các bước nhảy như sau: Với mỗi bước nhảy, nếu cào cào đang đứng ở điểm có tọa độ  thì nó có thể nhảy đến điểm có tọa độ  hoặc đến điểm có tọa độ  (nếu ).Hãy xác định số bước ít nhất để cào cào có thể nhảy đến điểm có tọa độ  (với n là số nguyên dương). Hãy giải bài toán trong từng trường hợp sau:
a) 

với  là số nguyên dương.
b) 

c) 
 nguyên dương tùy ý.
HD
a) đáp số = k (1 điểm).        b) đáp số = 7 (1,5 điểm)
c)(2,5 điểm)
Kí hiệu  là số bước nhảy ít nhất để cào cào có thể nhảy đến điểm có tọa độ  Từ các cách nhảy của cào cào, ta suy ra với mọi  nguyên dương,  và  Từ đây, ta cũng suy ra  Hơn nữa, với  bước nhảy, cào cào chỉ có thể đến được điểm mà tọa độ không vượt quá  nên 
Ta sẽ chứng minh  với  là số nguyên nhỏ nhất sao cho  và  là số chữ số 1 trong biểu diễn nhị phân của  
Trước hết, ta chứng minh bổ đề sau:
Bổ đề. Với mọi  nguyên dương chẵn,  và 
Chứng minh bổ đề. Trường hợp  chẵn là dễ thấy, do  tận cùng bằng chữ số  nên số chữ số 1 trong biểu diễn nhị phân của  và  là bằng nhau, trong khi  nhiều hơn một chữ số 1 (ở tận cùng bên phải). Với BĐT còn lại, đặt  trong đó số chữ số 1 liền nhau tận cùng là  và các kí tự  Khi đó, , nên , dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
Trở lại bài toán, ta chứng minh  bằng phương pháp quy nạp, theo . Rõ ràng  đúng với  và  Giả sử  đúng đến  ta chứng minh nó cũng đúng với  Tức là chứng minh  với mọi 
Giả sử ngược lại, rằng tồn tại  nào đó, với  mà  Ta chọn  lớn nhất có thể.
Rõ ràng  do  đúng với  và  theo  và  Nếu  là số lẻ, theo kết quả Bổ đề,  nên  vô lí. (Để ý rằng  theo cách chọn )
Xét trường hợp  chẵn. Theo (2),  Tuy nhiên, cũng theo kết quả Bổ đề, ta có  và  nên  và  Suy ra  vô lí. (Cũng để ý rằng  theo giả thiết quy nạp và  theo cách chọn )
Vậy, theo nguyên lí quy nạp mạnh,  được chứng minh. Bài toán hoàn tất.
Nhận xét: 
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