	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
ĐỀ CHÍNH THỨC

	ĐÁP ÁN-THANG ĐIỂM
 ĐỀ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN DỰ THI HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA LỚP 12 THPT NĂM HỌC 2023-2024
Môn: TOÁN 
Ngày thi thứ hai: 17/9/2023
(Đáp án-thang điểm gồm 04 trang)



I. Một số chú ý khi chấm bài
	 Đáp án chấm thi dưới đây dựa vào lời giải sơ lược của một cách, khi chấm thi, giám khảo cần bám sát yêu cầu trình bày lời giải đầy đủ, chi tiết, hợp lô-gic và có thể chia nhỏ đến 0,25 điểm.
 Thí sinh làm bài cách khác với Đáp án mà đúng thì Tổ chấm cần thống nhất cho điểm tương ứng với thang điểm của Đáp án.
 Điểm bài thi là tổng điểm các câu không làm tròn số.


II. Đáp án-thang điểm
	
Câu 1 (6,0 điểm). Cho hàm số  thỏa mãn phương trình


a) 
Chứng minh rằng 
b) Tìm tất cả các hàm số thỏa mãn phương trình đã cho.

	
a) Chứng minh rằng 
	2,0

	


Ta chứng minh  là một đơn ánh. Thật vậy, giả sử  với  ta có


Điều này là vô lý
	1,0

	
Từ phương trình đã cho suy ra 



Do đó  khi  Đặc biệt 
	1,0

	b) Tìm tất cả các hàm số thỏa mãn phương trình đã cho
	4,0

	
Nhận xét rằng  Thật vậy, 



dễ thấy  không thỏa mãn.
	1,0

	
Ta chứng minh  là đơn ánh. 


Nếu  và bằng quy nạp ta có  Do đó


 Cho  suy ra điều vô lý.
	1,0

	
Ta có 

Do tính đối xứng, ta có 
	1,0

	


Suy ra  Thay vào phương trình hàm đã cho thì  Vậy hàm số cần tìm là 
	1,0

	











Câu 2 (7,0 điểm). Cho tam giác  nội tiếp đường tròn tâm , đường tròn nội tiếp   tiếp xúc với các cạnh  lần lượt tại  và . Đường tròn  đi qua  và tiếp xúc với . Đường tròn  đi qua  và tiếp xúc với . 





a. Gọi  là điểm chính giữa cung  chứa  của đường tròn . Chứng minh  thẳng hàng.



b. Chứng minh giao của hai đường thẳng  và  nằm trên đường tròn .

	




 a) Gọi  là điểm chính giữa cung  chứa  của đường tròn . Chứng minh  thẳng hàng.
	3,0

	
[image: ]



Gọi M là điểm đối xứng với  qua . Ta có  thẳng hàng.
	1,0

	
Có .




Mà  là tiếp tuyến của  nên  cũng là tiếp tuyến của . 
	1,0

	

Vì  nên  thẳng hàng.
	1,0

	


b) Chứng minh giao của hai đường thẳng  và  nằm trên đường tròn .
	4,0

	
Tương tự phần a, ta cũng có  thẳng hàng.



Có  và  nên  (g.g)

Chứng minh tương tự, ta cũng có  (g.g)
	1,0

	

Ta được  và ,


Mà  nên 


Kết hợp với  , ta được 

	2,0

	



Gọi . Vì  nên , do đó .





Mà  nên , do đó , hay , do đó  cùng nằm trên một đường tròn, ta được đpcm.
	1,0

	


Câu 3 (7,0 điểm). Kí hiệu  là số hoán vị  của  thoã mãn đồng thời các điều kiện:

         

         

a) Tính 

b) Chứng minh rằng 

	a)  Bằng thao tác liệt kê, dễ thấy có duy nhất 6 hoán vị thỏa mãn là

 

Vậy 

	3,0

	




b) Ta xét với . Do  và  nên  hoặc .



  +) Nếu  thì  là hoán vị của  thoả mãn
i. 

ii. 


Số các hoán vị như vậy chính là  


  +) Nếu  thì 







    Giả sử có  thì do ,  và  khác 1, 2, 3 nên vô lí. Vậy  hoặc .




   Nếu  thì , do đó  là hoán vị của  thoả mãn
i. 

ii. 


     Số các hoán vị như vậy chính là  



   Nếu  thì  nên , kết hợp với giả thiết suy ra 

               
 Cứ như thế chỉ có một hoán vị thoả mãn.

	1,0

	
Dễ dàng tính được 

Tóm lại, ta có hệ thức truy hồi: 

                                                   

	1,0

	

Khi đó, sử dụng quy nạp,  ta chứng minh được dãy  là dãy tuần hoàn chu kì 8, do đó: 
Vậy  ta có điều phải chứng minh. 
	2,0
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