	BỘ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
TRƯỜNG ĐẠI HỌC VINH


ĐỀ CHÍNH THỨC
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN 
DỰ THI HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT 
NĂM HỌC 2024 - 2025

	Môn: TOÁN
	Thời gian: 180 phút (không kể thời gian giao đề)
	Ngày thi thứ nhất






Bài 1 (5,0 điểm). Cho dãy số  xác định bởi  với mọi 



Với mỗi  đặt  Chứng minh rằng dãy  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.







Bài 2 (5,0 điểm). Tìm tất cả các số tự nhiên  sao cho tồn tại  đa thức phân biệt  với  thỏa mãn đa thức  có nghiệm thực duy nhất với mọi  mà 












Bài 3 (5,0 điểm). Cho tam giác nhọn không cân  có các đường cao  cắt nhau tại  Đường tròn tâm  đường kính  cắt  đường  phân giác trong góc  tại  điểm   khác  Giả sử  cắt đoạn thẳng  tại điểm 


a) Chứng minh rằng các đường tròn  cùng đi qua một điểm 



















b) Gọi  là một điểm di động trên đoạn thẳng  Giả sử đường tròn tâm  đường kính  cắt các cạnh  lần lượt  tại các điểm  Giả sử đường thẳng  cắt  đường thẳng  tại  đường thẳng  cắt đường thẳng  tại  và  đường tròn cắt  tại  khác  Chứng minh rằng đường thẳng  luôn đi qua một điểm cố định khi điểm  di động trên đoạn thẳng 







Bài 4 (5,0 điểm). Một khu đất có dạng hình chữ nhật được chủ đầu tư dự kiến quy hoạch thành khu đô thị sinh thái dạng ô bàn cờ kích thước  gồm  thửa đất bằng nhau, có  dãy ngang và  dãy dọc. Mỗi thửa đất sẽ chỉ xây dựng nhà ở hoặc chỉ trồng cây xanh. Biết rằng với mỗi số nguyên dương  thuộc tập hợp , tồn tại một dãy ngang hoặc một dãy dọc trong khu đô thị có đúng  thửa đất được xây nhà ở.

a) Tìm giá trị nhỏ nhất có thể của  
b) Tìm giá trị nhỏ nhất có thể của số thửa đất được xây dựng nhà ở.
----------------- Hết -----------------
Ghi chú:	 Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay!
		 Cán bộ coi thi không được giải thích gì thêm!
Họ và tên thí sinh: ……………………………..……………. Số báo danh: ………..…………….
	

BỘ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
TRƯỜNG ĐẠI HỌC VINH


ĐÁP ÁN CHÍNH THỨC
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN 
DỰ THI HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT 
NĂM HỌC 2024 - 2025

	Môn: TOÁN
	Thời gian: 180 phút (không kể thời gian giao đề)
	Ngày thi thứ nhất



	Bài
	Nội dung
	Điểm

	Bài 1
(5,0 điểm).
	


Cho dãy số  xác định bởi  với mọi 



Với mỗi  đặt  Chứng minh rằng dãy  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

	
	
Ta có  

         


          với mọi 
	1,0

	
	

Suy ra   (1)

với mọi 
	1,0

	
	

Tiếp theo ta chứng minh bằng quy nạp  với mọi 

Ta có 



Giả sử  với  Ta sẽ chứng minh 

Thật vậy 
	1,0

	
	

Ta có  đúng với mọi 


Vậy theo quy nạp ta có  với mọi 
	

	
	


Suy ra  với mọi  nên 

Do đó từ (1)  ta có 

	1,0

	

Bài 2
(5,0 điểm).



	






Tìm tất cả các số tự nhiên  sao cho tồn tại  đa thức phân biệt  với  thỏa mãn đa thức  có nghiệm thực duy nhất với mọi  mà 

	
	

Với  ta chọn  

Khi đó  có nghiệm duy nhất.
	1,0

	
	

Với  ta chọn  

Khi đó  đều có nghiệm duy nhất.

	1,0

	
	

Giả sử tồn tại  đa thức phân biệt  thoả mãn điều kiện bài toán. Khi đó 






trong đó  là nghiệm duy nhất của 

	1,0

	
	
Đặt  


Khi đó ta có  và 


So sánh hệ số ta được  và 

Suy ra 

	1,0

	
	



Do đó  và  đều là các cặp nghiệm của phương trình  với 


Nếu  thì suy ra  muân thuẫn với các đa thức phân biệt.


Nếu  thì suy ra  muân thuẫn với các đa thức phân biệt.


Suy ra với  không tồn tại  đa thức phân biệt thoả mãn.


Vậy các giá trị của  là 

	1,0

	

Bài 3 (5,0 điểm).
	











Cho tam giác nhọn không cân  có các đường cao  cắt nhau tại  Đường tròn tâm  đường kính  cắt  đường  phân giác trong góc  tại  điểm   khác  Giả sử  cắt đoạn thẳng  tại điểm 


a) Chứng minh rằng các đường tròn  cùng đi qua một điểm 



















b) Gọi  là một điểm di động trên đoạn thẳng  Giả sử đường tròn tâm  đường kính  cắt các cạnh  lần lượt  tại các điểm  Giả sử đường thẳng  cắt  đường thẳng  tại  đường thẳng  cắt đường thẳng  tại  và  đường tròn cắt  tại  khác  Chứng minh rằng đường thẳng  luôn đi qua một điểm cố định khi điểm di động trên đoạn thẳng 

	
	[image: ]


Trước hết ta chứng minh  là trung điểm của 







Thật vậy ta có  là trung trực của dây cung chung của hai đường tròn  và  nên  đi qua tâm của  Suy ra  là trung điểm của 

	1,0

	
	[image: ]






a) Giả sử  là giao của hai đường tròn  và  Ta chứng minh  nằm trên hai đường tròn  và 




Ta có tứ giác  nội tiếp đường tròn tâm  đường kính  nên  

Suy ra  
Do đó 




Suy ra  nằm trên đường tròn 					(1)
	






















1,0

	
	
Ta có 

    


Nên suy ra  thuộc đường tròn 					(2)
Từ (1) và (2) ta có điều phải chứng minh.
	1,0

	
	[image: ]





b) Ta sẽ chứng minh  đi qua  là tâm của  cố định. Thật vậy do   nên chỉ cần chứng minh  







Gọi  lần lượt là trung điểm của  và  Khi đó  nội tiếp trong đường tròn đường kính  Do đó để chứng minh  ta chỉ cần chứng minh tứ giác  nội tiếp. 
	



















1,0

	
	

Ta chứng minh các tam giác  và  đồng dạng. 


Thật vậy ta có các tam giác  và  đồng dạng (g.g). 


Kết hợp Định lý Talet, chú ý  ta chỉ ra được  


Khi đó các tam giác   và đồng dạng (c.g.c). 


Do đó  nên tứ giác  nội tiếp.
Suy ra điều phải chứng minh.
	1,0

	
Bài 4 (5,0 điểm).
	






Một khu đất có dạng hình chữ nhật được chủ đầu tư dự kiến quy hoạch thành khu đô thị sinh thái dạng ô bàn cờ kích thước  gồm  thửa đất bằng nhau, có  dãy ngang và  dãy dọc. Mỗi thửa đất sẽ chỉ xây dựng nhà ở hoặc chỉ trồng cây xanh. Biết rằng với mỗi số nguyên dương  thuộc tập hợp , tồn tại một dãy ngang hoặc một dãy dọc trong khu đô thị có đúng  thửa đất được xây nhà ở.

a) Tìm giá trị nhỏ nhất có thể của  
b) Tìm giá trị nhỏ nhất có thể của số thửa đất được xây dựng nhà ở.

	
	


a) Không mất tổng quát ta giả sử  Vì có một dãy ngang hoặc một dãy dọc có đúng  thửa đất được xây nhà ở nên  







Nếu  khi đó chỉ có các dãy ngang có thể có đúng  thửa đất được xây dựng nhà ở với  Do đó số dãy ngang ít nhất là  hay  mâu thuẫn. Vậy  suy ra  
	1,0

	
	










Ta chỉ ra nếu chia thành  thửa đất thì có cách xây dựng nhà ở thỏa mãn yêu cầu. Ta xây dựng nhà ở trên các thửa đất  với  Khi đó các dãy dọc  có đúng  thửa đất được xây nhà  và các dãy ngang  có đúng  thửa đất được xây nhà  Cách bố trí như trên thỏa mãn điều kiện bài toán, do đó giá trị nhỏ nhất của  là 

	1,0

	
	















b) Với mỗi trong  giá trị  ta chọn một dãy ngang hoặc dãy dọc chứa đúng  thửa đất được xây nhà. Giả sử ta chọn được  dãy ngang và  dãy dọc, khi đó  Gọi  là tập các thửa đất được xây nhà trên  dãy ngang và  dãy dọc đó. Giả sử  là số thửa đất thuộc  nằm trên một ô giao của  dãy ngang và  dãy dọc, đồng thời  là số thửa đất còn lại thuộc  Khi đó ta có  


	1,0 

	
	



Mặt khác, có  thửa đất nằm trong  ô giao của  dãy ngang và  dãy dọc nên 



Vì thế số thửa đất không ít hơn  
	1,0

	
	









Ta chỉ ra một cách bố trí có đúng  thửa đất được xây nhà: xây  nhà trên các thửa đất đầu tiên của dãy ngang  với  xây  nhà trên các thửa đất đầu tiên của dãy dọc  với  các thửa còn lại không xây nhà. Khi đó, các dãy dọc  chứa đúng  thửa đất được xây nhà với 





Khi đó các thửa đất được xây nhà chỉ nằm ở  dãy ngang đầu tiên và  dãy dọc đầu tiên, đồng thời có có  thửa đất thuộc là giao của  dãy ngang và  dãy dọc đó. Cách bố trí như vậy thỏa mãn điều kiện bài toán. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của số thửa đất được xây nhà là  
	1,0


----------------- Hết -----------------
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