
LỜI GIẢI ĐỀ THI CHỌN HSG BÌNH THUẬN 

NĂM HỌC 2023-2024 

Phạm Minh Trí- cựu HS THPT chuyên Trần Hưng Đạo 

1. Đề bài 

Bài 1:  

a) Cho hàm số đa thức 𝑓(𝑥) có bảng biến thiên như bên dưới: 

 
Biết rằng 𝑓(−3) + 1 < 0; 𝑓(3) − 3 > 0. Đặt 𝑔(𝑥) = 𝑓(3𝑥) , max

[−1;1]
𝑔(𝑥) =

𝑔(𝑥1); min
[−1;1]

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥2). Tính 𝑥1 − 𝑥2 

b) Cho hàm số 𝑦 =
1

5
𝑥5 −

2

3
𝑥3 − (𝑚 − 1)𝑥 +

7

11
. Tìm 𝑚 để hàm số có đúng hai điểm 

cực trị trên (−2; 3). 

Bài 2: 

a) Giải phương trình: √𝑥 + 2 + √5𝑥 = √3𝑥 + 6 + √3𝑥 − 4 

b) Giải bất phương trình: 

𝑥 − √𝑥 −
1
2

3
2

− √2(𝑥2 − 3𝑥 + 4)
≥ 1 

            Bài 3: Cho dãy số (𝑢𝑛) thỏa mãn 𝑢1 = 2; 𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

2

2024
+

2023

2024
𝑢𝑛,   𝑛 ∈ ℕ∗ 

a) Chứng minh 𝑢𝑛 > 1 ∀𝑛 ∈ ℕ∗ và dãy (𝑢𝑛) tăng. 

b) Đặt 𝑣𝑛 =
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1−1
. Chứng minh 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣𝑛 < 2024 ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

Bài 4: Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nội tiếp đường tròn (𝑂) có 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶. 𝐷 là điểm nằm trên cung 

nhỏ 𝐵𝐶 (𝐷 khác 𝐵, 𝐶) và 𝐷𝐵 < 𝐷𝐶. Gọi 𝐸, 𝐹 lần lượt là hình chiếu của 𝐷 lên đường 

thẳng 𝐵𝐶, 𝐴𝐶. 



a) Chứng minh rằng: 𝐵𝐴𝐷̂ = 𝐸𝐹𝐷̂. 

b)  Gọi 𝐻, 𝐾 lần lượt là trung điểm của 𝐴𝐵; 𝐸𝐹. Chứng minh 𝐻𝐾 ⊥ 𝐾𝐷. 

Bài 5: Cho tập hợp 𝑋 có hữu hạn các phần tử. Gọi 𝐴1; 𝐴2; 𝐴3; … ; 𝐴100 là các tập hợp con 

của 𝑋 và |𝐴𝑖| >
|𝑋|

2
, 𝑖 = 1,2,3, … ,100. Chứng minh rằng: tồn tại một tập hợp con 𝐴 của 𝑋 

sao cho |𝐴| ≤ 6 và |𝐴 ∩ 𝐴𝑖| ≥ 1,    𝑖 = 1,2,3, … ,100. 

2. Lời giải 

Bài 1:  

a) Cho hàm số đa thức 𝑓(𝑥) có bảng biến thiên như bên dưới: 

 
 

Biết rằng 𝑓(−3) + 1 < 0; 𝑓(3) − 3 > 0. Đặt 𝑔(𝑥) = 𝑓(3𝑥) , max
[−1;1]

𝑔(𝑥) =

𝑔(𝑥1); min
[−1;1]

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥2). Tính 𝑥1 − 𝑥2 

b) Cho hàm số 𝑦 =
1

5
𝑥5 −

2

3
𝑥3 − (𝑚 − 1)𝑥 +

7

11
. Tìm 𝑚 để hàm số có đúng hai điểm 

cực trị trên (−2; 3). 

Giải 

a) Dựa vào bảng biến thiên, ta được: 𝑓′(−1) = 0; 𝑓′′(−1) < 0; 𝑓′(1) = 0; 𝑓′′(1) > 0 

Xét hàm số 𝑔(𝑥) = 𝑓(3𝑥) trên [−1; 1] ta có: 

𝑔′(𝑥) = 3𝑓′(3𝑥)  ∀𝑥 ∈ [−1; 1] 

Vì max
[−1;1]

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥1); min
[−1;1]

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥2) nên 𝑔′(𝑥1) = 0; 𝑔′(𝑥2) = 0 hoặc 

𝑥1; 𝑥2 ∈ {1; −1}. 

Ta có: 

𝑔′(𝑥) = 0 ⟺ [𝑓(3𝑥)]′ = 0 

⟺ 3𝑓′(3𝑥) = 0 

⟺ 𝑓′(3𝑥) = 0 



⟺ [
3𝑥 = −1
3𝑥 = 1

⟺ [
𝑥 = −

1

3
  (𝑛ℎậ𝑛)

𝑥 =
1

3
  (𝑛ℎậ𝑛)

 

Ta có: 

𝑔(1) = 𝑓(3) > 3 

𝑔(−1) = 𝑓(−3) < −1 

𝑔 (
1

3
) = 𝑓(1) = −1 

𝑔 (−
1

3
) = 𝑓(−1) = 3 

Vậy ta được max
[−1;1]

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥1) = 𝑔(1); min
[−1;1]

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥2) = 𝑔(−1) hay 𝑥1 =

1; 𝑥2 = −1 ⟹ 𝑥1 − 𝑥2 = 2. 

b) Xét hàm số 𝑦 =
1

5
𝑥5 −

2

3
𝑥3 − (𝑚 − 1)𝑥 +

7

11
 trên ℝ, ta có: 

𝑦′ = 𝑥4 − 2𝑥2 − (𝑚 − 1) = (𝑥2 − 1)2 − 𝑚 ∀𝑥 ∈ ℝ 

Để hàm số có cực trị thì phương trình 𝑦′ = 0 có nghiệm hay 𝑚 ≥ 0 

Trường hợp 1: 𝑚 = 0. Phương trình có các nghiệm kép 𝑦 = ±1 (𝑙𝑜ạ𝑖) 

Trường hợp 2: 𝑚 = 1. Phương trình có các nghiệm 𝑥 = 0 (𝑘é𝑝); 𝑥 = ±√2 (đơ𝑛) và 

−2 < −√2 < √2 < 3. Do đó 𝑚 = 1 thỏa ycbt 

Trường hợp 3: 𝑚 > 1. Đặt 𝑡 = 𝑥2  (𝑡 > 0). Phương trình viết lại thành: 

𝑡2 − 2𝑡 − 𝑚 + 1 = 0 

Phương trình này có hai nghiệm 𝑡1 > 0  (𝑛ℎậ𝑛); 𝑡2 < 0 𝑙𝑜ạ𝑖). Vậy trong trường hợp 

này, ta nhận được hai điểm cực trị của hàm số là −√𝑡1 và √𝑡1. Để hai điểm cực trị 

này thỏa ycbt thì 0 < √𝑡1 < 2 ⟹ 0 < 𝑡1 < 4 

Vậy ta đi tìm điều kiện của 𝑚 để phương trình 𝑡2 − 2𝑡 − 𝑚 + 1 = 0 có hai nghiệm 

𝑡1, 𝑡2 thỏa mãn 𝑡2 < 0 < 𝑡1 < 4 

⟹ (𝑡1 − 4)(𝑡2 − 4) > 0 
⟺ 𝑡1𝑡2 − 4(𝑡1 + 𝑡2) + 16 > 0 
⟺ −𝑚 + 1 − 4.2 + 16 > 0 
⟺ −𝑚 + 9 > 0 
⟺ 𝑚 < 9 

Đối chiếu điều kiện ta được 1 < 𝑚 < 9. 

Trường hợp 4:0 < 𝑚 < 1. Khi đó phương trình 𝑡2 − 2𝑡 − 𝑚 + 1 = 0 có hai nghiệm 

dương 0 < 𝑡1 < 𝑡2. Do đó hàm số có bốn điểm cực trị là −√𝑡2 < −√𝑡1 < 0 < √𝑡1 <

√𝑡2. Khi đó để hàm số có đúng hai điểm cực trị thỏa mãn yêu cầu bài toán thì có thể 

xảy ra ba trường hợp sau: 

Th1’: −2 < −√𝑡2 < −√𝑡1 < 0 < 3 < √𝑡1 < √𝑡2 

Khi đó, do 3 < √𝑡1 < √𝑡2 nên 𝑡1 + 𝑡2 > 9 + 9 = 18 > 2(mâu thuẫn định lý Viete) 

Th2’:−√𝑡2 < −2 < −√𝑡1 < 0 < √𝑡1 < 3 < √𝑡2 

Khi đó, do √𝑡2 > 3 nên 𝑡2 + 𝑡1 > 9 + 𝑡1 > 2 (mâu thuẫn định lý Viete) 

Th3’: −√𝑡2 < −√𝑡1 < −2 < 0 < √𝑡1 < √𝑡2 < 3 

Khi đó, ta được 4 < 𝑡1 < 𝑡2 < 9 hay 𝑡1 + 𝑡2 > 2 (mâu thuẫn định lý Viete) 



Vậy từ các trường hợp trên, ta được 1 ≤ 𝑚 < 9 

Bài 2: 

a) Giải phương trình: √𝑥 + 2 + √5𝑥 = √3𝑥 + 6 + √3𝑥 − 4 

b) Giải bất phương trình: 

𝑥 − √𝑥 −
1
2

3
2 − √2(𝑥2 − 3𝑥 + 4)

≥ 1 

            Giải 

a) Điều kiện: 𝑥 ≥
4

3
 

Bình phương hai vế của phương trình, ta được: 

6𝑥 + 2 + 2√5𝑥2 + 10𝑥 = 6𝑥 + 2 + 2√9𝑥2 + 6𝑥 − 24 
⟺ 5𝑥2 + 10𝑥 = 9𝑥2 + 6𝑥 − 24 
⟺ 4𝑥2 − 4𝑥 − 24 = 0 
⟺ 4(𝑥 + 2)(𝑥 − 3) = 0 

⟺ [
𝑥 + 2 = 0
𝑥 − 3 = 0

⟺ [
𝑥 = −2 (𝑙𝑜ạ𝑖)

𝑥 = 3 (𝑛ℎậ𝑛)
 

Vậy 𝑥 = 3 là nghiệm duy nhất của phương trình. 

b) Điều kiện: 𝑥 ≥ 0. Bất phương trình viết lại: 

𝑥 − √𝑥 − 2 + √2(𝑥2 − 3𝑥 + 4)

3
2 − √2(𝑥2 − 3𝑥 + 4)

≥ 0 

Do 
3

2
− √2(𝑥2 − 3𝑥 + 4) ≤

3

2
− √

7

2
< 0 nên bất phương trình tương đương: 

𝑥 − √𝑥 − 2 + √2(𝑥2 − 3𝑥 + 4) ≤ 0 (1) 

Ta đi chứng minh 𝑥 − √𝑥 − 2 + √2(𝑥2 − 3𝑥 + 4) ≥ 0  (2) 

⟺ √2(𝑥2 − 3𝑥 + 4) − √𝑥 ≥ 2 − 𝑥  (3) 

2𝑥2 − 7𝑥 + 8 = 2 (𝑥2 −
7

2
𝑥 + 4) = 2 (𝑥2 − 2.

7

4
. 𝑥 +

49

16
+

15

16
) > 0 

⟹ 2𝑥2 − 6𝑥 + 8 > 𝑥 ⟹ √2(𝑥2 − 3𝑥 + 4) > √𝑥 

Trường hợp 1: 0 ≤ 𝑥 ≤ 2. Khi đó ta được: 

Khi đó: 

(∗∗∗) ⟺ 2𝑥2 − 5𝑥 + 8 − 2√2𝑥(𝑥2 − 3𝑥 + 4) ≥ 𝑥2 − 4𝑥 + 4 

           ⟺ 𝑥2 − 𝑥 + 4 − 2√2𝑥(𝑥2 − 3𝑥 + 4 ≥ 0 (4) 
Ta có: 

𝑥2 − 𝑥 + 4 − 2√2𝑥(𝑥2 − 3𝑥 + 4) ≥ 𝑥2 − 𝑥 + 4 − (2𝑥 + 𝑥2 − 3𝑥 + 4) = 0 

Dấu " = " xảy ra tại 𝑥 = 1 

Vậy (4) đúng. 

Trường hợp 2:𝑥 > 2. Khi đó ta được: 



𝑉𝑇(3) > 0 > 𝑉𝑃(3) 

Vậy trong mọi trường hợp, ta luôn có (3) đúng. Kết hợp với (2) ta được dấu " = " 

phải xảy ra hay 𝑥 = 1 là nghiệm duy nhất của bất phương trình. 

            Bài 3: Cho dãy số (𝑢𝑛) thỏa mãn 𝑢1 = 2; 𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

2

2024
+

2023

2024
𝑢𝑛,   𝑛 ∈ ℕ∗ 

a) Chứng minh 𝑢𝑛 > 1 ∀𝑛 ∈ ℕ∗ và dãy (𝑢𝑛) tăng. 

b) Đặt 𝑣𝑛 =
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1−1
. Chứng minh 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣𝑛 < 2024 ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

Giải 

a) Ta có: 𝑢1 > 1 ⟹ 𝑢2 =
𝑢1

2

2024
+

2023

2024
𝑢1 > 1 

Giả sử khẳng định đúng đến 𝑛 = 𝑘. Xét 𝑛 = 𝑘 + 1, ta có: 

𝑢𝑘+1 =
𝑢𝑘

2

2024
+

2023

2024
𝑢𝑘 > 1 

Vậy theo nguyên lý quy nạp, ta được 𝑢𝑛 > 1 ∀𝑛 ∈ ℕ∗  
Ta có: 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
𝑢𝑛

2

2024
+

2023

2024
𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 =

1

2024
𝑢𝑛(𝑢𝑛 − 1) > 0 ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

Vậy 𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛 ∀𝑛 ∈ ℕ∗ hay dãy (𝑢𝑛) tăng 

b) Ta có: 

𝑢𝑛+1 − 1 =
(𝑢𝑛 − 1)(𝑢𝑛 + 2024)

2024
 

⟺
1

𝑢𝑛+1 − 1
=

2024

2025
(

1

𝑢𝑛 − 1
−

1

𝑢𝑛 + 2024
) 

⟺
2025

𝑢𝑛+1 − 1
=

2024

𝑢𝑛 − 1
−

2024

𝑢𝑛 + 2024
 

⟺
2024

𝑢𝑛 + 2024
=

2024

𝑢𝑛 − 1
−

2025

𝑢𝑛+1 − 1
 

⟺
2024

𝑢𝑛 + 2024
+

1

𝑢𝑛 − 1
= 2025 (

1

𝑢𝑛 − 1
−

1

𝑢𝑛+1 − 1
) 

⟺
2025𝑢𝑛

(𝑢𝑛 + 2024)(𝑢𝑛 − 1)
= 2025 (

1

𝑢𝑛 − 1
−

1

𝑢𝑛+1 − 1
) 

⟺
𝑢𝑛

(𝑢𝑛 + 2024)(𝑢𝑛 − 1)
=

1

𝑢𝑛 − 1
−

1

𝑢𝑛+1 − 1
 

⟺
𝑢𝑛

𝑢𝑛
2 + 2023𝑢𝑛 − 2024

=
1

𝑢𝑛 − 1
−

1

𝑢𝑛+1 − 1
 

⟺
𝑢𝑛

2024𝑢𝑛+1 − 2024
=

1

𝑢𝑛 − 1
−

1

𝑢𝑛+1 − 1
 

⟺ 𝑣𝑛 = 2024 (
1

𝑢𝑛 − 1
−

1

𝑢𝑛+1 − 1
) 



Vậy 𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3 + ⋯ + 𝑣𝑛 = 2024 (
1

𝑢1−1
−

1

𝑢2−1
+

1

𝑢2−1
−

1

𝑢3−1
+

1

𝑢3−1
−

1

𝑢4−1
+

⋯ +
1

(𝑢𝑛−1)
−

1

𝑢𝑛+1−1
) = 2024 (1 −

1

𝑢𝑛+1−1
) < 2024 ∀𝑛 ∈ ℕ∗ (đpcm) 

Bài 4: Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nội tiếp đường tròn (𝑂) có 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶. 𝐷 là điểm nằm trên cung 

nhỏ 𝐵𝐶 (𝐷 khác 𝐵, 𝐶) và 𝐷𝐵 < 𝐷𝐶. Gọi 𝐸, 𝐹 lần lượt là hình chiếu của 𝐷 lên đường 

thẳng 𝐵𝐶, 𝐴𝐶. 

a) Chứng minh rằng: 𝐵𝐴𝐷̂ = 𝐸𝐹𝐷̂. 

b)  Gọi 𝐻, 𝐾 lần lượt là trung điểm của 𝐴𝐵; 𝐸𝐹. Chứng minh 𝐻𝐾 ⊥ 𝐾𝐷. 

Giải 

 

a) Do 𝐷𝐸𝐶̂ = 𝐷𝐹𝐶̂ = 90° nên tứ giác 𝐷𝐸𝐹𝐶 nội tiếp. 

Vì vậy 𝐸𝐹𝐷̂ = 𝐸𝐶𝐷̂ = 𝐵𝐶𝐷̂ = 𝐵𝐴𝐷̂ 

b) Do 𝐸𝐷𝐹̂ = 𝐸𝐶𝐹̂ = 𝐵𝐶𝐴̂ = 𝐵𝐷𝐴̂; 𝐷𝐹𝐸̂ = 𝐷𝐴𝐵̂ nên ∆𝐷𝐸𝐹~∆𝐷𝐵𝐴 (𝑔. 𝑔) 

Khi đó ta được: 

𝐷𝐸

𝐷𝐵
=

𝐸𝐹

𝐵𝐴
=

𝐸𝐾

𝐵𝐻
; 𝐷𝐸𝐾̂ = 𝐷𝐵𝐻̂ 

Hay ∆𝐷𝐸𝐾~∆𝐷𝐵𝐻 (𝑐. 𝑔. 𝑐) ⟹
𝐷𝐸

𝐷𝐵
=

𝐷𝐾

𝐷𝐻
⟹

𝐷𝐸

𝐷𝐾
=

𝐷𝐵

𝐷𝐻
;  𝐸𝐷𝐾̂ = 𝐵𝐷𝐻̂ ⟹ 𝐾𝐷𝐻̂ =

𝐸𝐷𝐵̂. Vậy ∆𝐷𝐸𝐵~∆𝐷𝐾𝐻 (𝑐. 𝑔. 𝑐) hay 𝐷𝐾𝐻̂ = 𝐷𝐸𝐵̂ = 90° ⟹ 𝐻𝐾 ⊥ 𝐾𝐷 (đpcm). 



Bài 5: Cho tập hợp 𝑋 có hữu hạn các phần tử. Gọi 𝐴1; 𝐴2; 𝐴3; … ; 𝐴100 là các tập hợp con 

của 𝑋 và |𝐴𝑖| >
|𝑋|

2
, 𝑖 = 1,2,3, … ,100. Chứng minh rằng: tồn tại một tập hợp con 𝐴 của 𝑋 

sao cho |𝐴| ≤ 6 và |𝐴 ∩ 𝐴𝑖| ≥ 1,    𝑖 = 1,2,3, … ,100. 

Giải 

Đặt |𝑋| = 𝑛. Khi đó, tổng tất cả số lượng phần tử của 100 tập này luôn lớn hơn 50𝑛. Do 

đó, tồn tại phần tử 𝑎 nằm trong 𝑋 và nằm trong ít nhất 51 tập hợp trong 100 tập này. 

Xét 49 tập hợp còn lại, do 49 tập hợp này có tổng số phần tử lớn hơn 
49𝑛

2
> 24𝑛 nên tồn 

tại phần tử 𝑏 nằm trong 𝑋 và nằm trong ít nhất 25 tập hợp trong 49 tập này. 

Xét 24 tập hợp còn lại, tổng số phần tử của 24 tập này lớn hơn 12𝑛 nên tồn tại phần tử 𝑐 

nằm trong 𝑋 và nằm trong ít nhất 13 tập hợp trong 24 tập này. 

 Xét 11 tập hợp còn lại, tổng số phần tử của 11 tập này lớn hơn 
11

2
𝑛 > 5𝑛 nên tồn tại 

phần tử 𝑑 nằm trong 𝑋 sao cho d nằm trong ít nhất 6 tập hợp trong 11 tập này.  

Xét 5 tập còn lại, bằng lập luận tương tự, luôn tìm được phần tử 𝑒 nằm trong 𝑋 thỏa mãn 

𝑒 nằm trong ít nhất 3 tập hợp trong 5 tập này.  

Xét hai tập hợp cuối cùng, luôn có một phần tử 𝑓 nằm trong 𝑋 đồng thời nằm trong hai 

tập này.  

Vậy 𝐴 = {𝑎; 𝑏; 𝑐; 𝑑; 𝑒; 𝑓} là tập cần tìm.  

 

 
 
 

 

 


